
Matice lineárńıho zobrazeńı
Definice: Necht’ U a V jsou vektorové prostory nad tělesem T
s uspǒrádanými bázemi B = (b1, . . . , bn) a C = (c1, . . . , cm).
Matice lineárńıho zobrazeńı f : U → V vzhledem k báźım B a C
je [f ]B,C ∈ T m×n, jej́ıž sloupce jsou
vektory soǔradnic obraz̊u vektor̊u báze B vzhledem k bázi C .

Formálně: [f ]B,C =

 | |
[f (b1)]C . . . [f (bn)]C

| |

.

U V

b1, b2, ... , bn c1, ... , cm

f (b1)f

B C

[f ]B,C = ([f (b1)]C , ... , [f (bn)]C )

f (bn)



Použit́ı matice lineárńıho zobrazeńı
Matice zobrazeńı je [f ]B,C = ([f (b1)]C , . . . , [f (bn)]C ).

Pozorováńı: Pro libovolné u ∈ U plat́ı: [f (u)]C = [f ]B,C [u]B.

Důkaz: Necht’ u =
n∑

i=1
aibi , neboli [u]B = (a1, . . . , an)T.

Potom f (u) = f
( n∑

i=1
aibi

)
=

n∑
i=1

ai f (bi), a tud́ıž i:

[f (u)]C =
[ n∑

i=1
ai f (bi)

]
C

=
n∑

i=1
ai [f (bi)]C = [f ]B,C [u]B.

U Vu f (u)
f

[u]B = (a1, ... , an)T [f (u)]C = [f ]B,C [u]B

[f (b1)]C ... [f (bn)]C [f (u)]C

a1

an

...

[f ]B,C

[u]B

b1, b2, ... , bn c1, ... , cm
B C



Matice lineárńıho zobrazeńı v rovině
Vzhledem ke standardńı bázi E určete
matici zobrazeńı f : R2 → R2, které
zobraźı u1 = (2, 1)T na v1 = (7, 0)T
a u2 = (−1, 1)T na v2 = (−2, 3)T.

v1
0

u2 u1

v2

Matice muśı splňovat [f ]E,E[ui ]E = [vi ]E pro i ∈ {1, 2} neboli:

[f ]E,E

(
2 −1
1 1

)
=
(

7 −2
0 3

)
⇒ [f ]E,E =

(
7 −2
0 3

)(
2 −1
1 1

)−1
=
(

3 1
−1 2

)

v1e1
e2

f (e1) = (3, −1)T

f (e2) = (1, 2)T

0

u2 u1

v2



Složeńı lineárńıch zobrazeńı
Pozorováńı: Mějme vektorové prostory U, V a W s konečnými
uspǒrádanými bázemi B, C a D. Pro matice lineárńıch zobrazeńı
f : U → V a g : V → W plat́ı vztah: [g ◦ f ]B,D = [g ]C ,D[f ]B,C

U Vf

B C

Wg

D

[f ]B,C [g ]C ,D

g ◦ f
[g ◦ f ]B,D = [g ]C ,D[f ]B,C

u

f (u)
g(f (u)) =
(g ◦ f )(u)

Důkaz: Pro všechny u ∈ U : [(g ◦ f )(u)]D = [g ◦ f ]B,D[u]B, také:
[(g ◦ f )(u)]D = [g(f (u))]D = [g ]C ,D[f (u)]C = [g ]C ,D[f ]B,C [u]B.
Dosad́ıme-li za u i-tý vektor báze B, máme [u]B = ei a ze vztahu
[g ◦ f ]B,D ei = ([g ]C ,D[f ]B,C )ei plyne, že matice maj́ı i-té sloupce
shodné. Proto plat́ı [g ◦ f ]B,D = [g ]C ,D[f ]B,C .



Matice p̌rechodu
Definice: Necht’ B a C jsou dvě konečné
uspǒrádané báze vektorového prostoru U.
Matice p̌rechodu od B k C je [id]B,C .
Pozorováńı: Pro každé u ∈ U plat́ı:
[u]C = [id(u)]C = [id]B,C [u]B.

U B

C
[id]B,C

id(u) = u
id

je identitaid

Pozorováńı: Protože [id]C ,B[id]B,C = [id]B,B = I,
je každá matice p̌rechodu regulárńı a plat́ı: [id]C ,B = ([id]B,C )−1.

Postup: Výpočet matice p̌rechodu [id]B,C od báze B k C v T n:
Pro B = (b1, . . . , bn)
a C = (c1, . . . , cn) položme B =

( | |
b1 . . . bn
| |

)
, C =

( | |
c1 . . . cn
| |

)
.

Pro u ∈ T n : u =
n∑

i=1
aibi = B[u]B, kde [u]B = (a1, . . . , an)T,

a obdobně u =
n∑

i=1
dici = C [u]C pro [u]C = (d1, . . . , dn)T.

Z u = B[u]B = C [u]C plyne: [u]C = C−1B[u]B = [id]B,C [u]B.
Trik: Součin lze ušeťrit: (C |B) ∼∼ (I|C−1B) = (I|[id]B,C ).



Ukázka
V prostoru Z4

5 určete matici p̌rechodu
od B = ((2, 3, 0, 2)T, (1, 1, 1, 1)T, (2, 0, 3, 3)T, (1, 4, 2, 0)T)
k C = ((1, 2, 0, 1)T, (2, 0, 3, 3)T, (3, 1, 4, 1)T, (4, 2, 0, 1)T).

Vytvǒŕıme matici, sloupce na levé straně jsou z C , vpravo z B.
Gaussovou-Jordanovou eliminaćı p̌revedeme levou stranu na I.
Vpravo se pak objev́ı matice p̌rechodu [id]B,C , čili od B k C .

1 2 3 4 2 1 2 1
2 0 1 2 3 1 0 4
0 3 4 0 0 1 3 2
1 3 1 1 2 1 3 0

 ∼∼


1 0 0 0 3 0 0 0
0 1 0 0 4 3 1 3
0 0 1 0 3 3 0 4
0 0 0 1 0 4 0 0



Matice p̌rechodu od báze B k bázi C je [id]B,C =


3 0 0 0
4 3 1 3
3 3 0 4
0 4 0 0

.



Charakterizace zobrazeńı pomoćı matic
Lemma: Lineárńı zobrazeńı f : U → V mezi prostory
U a V s libovolnými konečnými bázemi B a C U Vu = f (u)

f
[f ]B,C [u]B = [v ]C
B C

v
▶ je prosté, právě když rank([f ]B,C ) = dim U.
▶ je na, právě když rank([f ]B,C ) = dim V ,

Důkaz: Vektory u takové, že f (u) = v , odpov́ıdaj́ı vzájemně
jednoznačně řešeńım x soustavy [f ]B,Cx = [v ]C , volbou x = [u]B.
▶ Soustava má pro každé v ∈ V nejvýše jedno řešeńı, právě

když soustava [f ]B,Cx = 0 nemá žádné volné proměnné, t.j.
právě když rank([f ]B,C ) je rovno počtu sloupc̊u, čili dim U.

▶ Soustava má řešeńı pro každé v ∈ V , právě když rank([f ]B,C )
je rovno počtu řádk̊u, čili dim V . (Vpravo neńı nikdy pivot.)

Věta: Lineárńı zobrazeńı f : U → V je isomorfismus prostor̊u U a V
s konečnými bázemi B a C , právě když [f ]B,C je regulárńı.
Důsledek: Pro isomorfismus f plat́ı: [f −1]C ,B = ([f ]B,C )−1, nebot’
matice [f ]B,C je čtvercová a splňuje [f −1]C ,B[f ]B,C = [id]B,B = I.



Bonus: Stručný důkaz věty bez využit́ı soustav

Věta: Lineárńı zobrazeńı f : U → V je isomorfismus prostor̊u U a V
s konečnými bázemi B a C , právě když [f ]B,C je regulárńı.

U V
f

f −1

B C
Důkaz:
⇐: Uvažme g : V → U takové, že [g ]C ,B = ([f ]B,C )−1. Pak:
[g ◦ f ]B,B = ([f ]B,C )−1[f ]B,C = I|B| = [id]B,B ⇒ f je prosté,
[f ◦ g ]C ,C = [f ]B,C ([f ]B,C )−1 = I|C | = [id]C ,C ⇒ f je na.

⇒: Protože f (U) = V a f −1(V ) = U, máme dim(U) = dim(V ).
Matice [f ]B,C je čtvercová a splňuje [f −1]C ,B[f ]B,C = [id]B,B = I.



Ukázka isomorfismu

Necht’ (A, △) je vektorový prostor sudých podgraf̊u grafu G
nad tělesem Z2. Zobrazeńı f : A → Z3

2 dané následuj́ıćı tabulkou
je lineárńı a bijektivńı, proto jde o isomorfismus.
A

f (Ai) :(0, 0, 0)T (1, 0, 0)T (0, 1, 0)T (0, 0, 1)T (1, 1, 0)T (1, 0, 1)T (0, 1, 1)T (1, 1, 1)T

A0 A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

Linearita plat́ı, nap̌r.

△ =

(1, 1, 0)T (1, 0, 1)T (0, 1, 1)T=+
f (A4) + f (A5) = f (A4 △ A5) = f (A6)

A4 A5 A6

Matice zobrazeńı záviśı
na obou zvolených báźıch.

Nap̌r. [f ](A1,A2,A3),E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Dimenze obou prostor̊u je 3.



Použit́ı matice zobrazeńı

Pro jinou volbu B = (A4, A5, A1) dostaneme [f ]B,E =

1 1 1
1 0 0
0 1 0


A

f (Ai) :(0, 0, 0)T (1, 0, 0)T (0, 1, 0)T (0, 0, 1)T (1, 1, 0)T (1, 0, 1)T (0, 1, 1)T (1, 1, 1)T

A0 A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

Všimněte si, že plat́ı vztah [f ]B,E[A]B = [f (A)]E.
Nap̌r. pro A6 dostaneme: A6 = A4 △ A5, a tedy [A6]B = (1, 1, 0)T.
Nyńı:

[f ]B,E[A6]B =

1 1 1
1 0 0
0 1 0


1

1
0

 =

0
1
1

 = [f (A6)]E



Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Kolik je r̊uzných lineárńıch zobrazeńı f : Z3
5 → Z1

5?
a) žádné b) 3 c) 5 d) 9 e) 15 f) 75 g) 125

2. Která z následuj́ıćıch matic je matice rotace o 90◦ po směru
hodinových ručiček vzhledem k standardńı bázi?
a)
(

0 1
1 0

)
b)
(

1 0
0 −1

)
c)
(

−1 0
0 −1

)
d)
(

0 1
−1 0

)
e)
(

0 −1
0 1

)
3. Má-li matice zobrazeńı f : U → V nulový sloupec, potom

a) f neńı na b) f neńı prosté c) ∀u ∈ U : f (u) = 0
d) vzor 0 je alespoň dvouprvková množina.

4. Pravda nebo lež: Je-li A libovolná matice lineárńıho zobrazeńı
f : U → U, pak A3 je matićı f ◦ f ◦ f v̊uči stejnému páru báźı.

5. Pokud pro f : U → V plat́ı, že f je isomorfismem
mezi U a f (U), potom rank([f ]B,C )
a) < dim(U), b) < dim(V ), c) = dim(U), d) = dim(V ),
e) ≤ dim(U), f) ≤ dim(V ), g) záviśı na volbě B a C .



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Každé takové zobrazeńı lze reprezentovat matićı ze Z1×3
5 v̊uči

dvěma pevně zvoleným báźım. Takových matic je 53.
Jinými slovy, tolik je r̊uzných obraz̊u báze Z3

5 v Z1
5.

2. Sloupce jsou: f (e1) = −e2 = (0, −1)T a f (e2) = e1 = (1, 0)T.
3. Pro vektor bi báze prostoru U, který odpov́ıdá nulovému

sloupci plat́ı f (bi) = f (0) = 0. Má-li matice nenulový
sloupec, neplat́ı c) a je-li V je obrazem U, neplat́ı a).

4. Nemuśı platit, je-li A = [f ]B,C v̊uči r̊uzným báźım B ̸= C .
Nap̌r. pro f = id a A = 2I2 je A3 = 8I2 ̸= 2I2 = [f ◦ f ◦ f ]B,C .

5. Sloupce [f ]B,C vždy generuj́ı f (U) a u isomorfismu jsou
lineárně nezávislé: rank([f ]B,C ) = dim(f (U)) = dim(U).
Odtud c) a e). Protože f (U) je podprostorem V , plat́ı i f).



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Co lze ř́ıct o zobrazeńıch, jejichž matice je jednotková,
p̌ŕıpadně permutačńı?

▶ Je snazš́ı určit matici p̌rechodu od standardńı báze
nebo ke standardńı bázi?

▶ Co dostaneme, vynásob́ıme-li matici zobrazeńı [f ]B,C
matićı inverzńıho zobrazeńı [f −1]D,B?

▶ Jdou-li složit dva isomorfismy mezi prostory konečné dimenze,
bude výsledné zobrazeńı opět isomorfismem?


