Matice linearniho zobrazeni

Definice: Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem T

s usporadanymi bazemi B = (by,...,b,) a C = (c1,...,Cm).
Matice linearniho zobrazeni f : U — V vzhledem k bazim B a C
je [flg,c € T™*", jejiz sloupce jsou

vektory soufadnic obrazli vektorii baze B vzhledem k bazi C.

| |
Formalné: [flg.c = | [f(b1)]lc ... [f(bn)]c

[flg.c = ([f(b1)lc, ... [f(bn)]c)



Pouziti matice linearniho zobrazeni

Pozorovani: Pro libovolné u € U plati: [f(u)]c = [f]s,c[u]s.
Diikaz: Necht u = Z a;b;, neboli [u]g = (a1,...,a,)".

Potom f(u) = f </Z aj ,)
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Matice linedrniho zobrazeni v roviné
Vv
Vzhledem ke standardni bazi E uréete 7 ’
matici zobrazeni f : R? — R?, které \ s
zobrazi iy = (2,1)" na vy = (7,0)7 X T
aw=(-1,1)" nawv=(-273)". - Ol -
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Matice musi spliovat [f]e g[ui]e = [vi]e pro i € {1,2} neboli:

ee((3) = (03) = 1= (7)) = (%))

)(V2
\ fles) = (1,2)7
WA
(SH) vy
—+— 0 *



SlozZeni linedrnich zobrazeni

Pozorovani: Méjme vektorové prostory U,V a W s kone¢nymi
usporadanymi bazemi B, C a D. Pro matice linedrnich zobrazeni
f:U—Vag:V — Wplati vztah: [go f]g p = [g]lc,p[f]B,c
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Dakaz: Pro vsechny u € U : [(go f)(u)]p = [u]g, také:

[(g o F)(u)]p = [g(f(u))lo = [glc.plf(u)lc = [u]s-
Dosadime-li za u i-ty vektor baze B, mame [u]g = e; a ze vztahu
g oflepei = ([g]lc.plfls,c)ei plyne, Ze matice maji i-té sloupce
shodné. Proto plati [g o f]g.p = [g]c,p[f]B,c.




Matice prechodu
Definice: Necht B a C jsou dvé kone¢né
usporadané baze vektorového prostoru U.
Matice prechodu od B k C je [id]g,c.
Pozorovani: Pro kazdé u € U plati:
[u]c = [id(u)]c = [id],clu]s. lid]s.c
Pozorovani: Protoze [id]¢ g[id|g,c = [id]g.g =1,
je kazda matice prechodu regularni a plati: [id]c g = ([id]s,c)

id je identita

-1

Postup: Vypocet matice pfechodu [id]g ¢ od baze Bk Cv T":
Pro B=(by,...,by) . . ) ]

| B=(b..b)| C=|c. c).
aC= (C]_,...,Cn) polozme |1 ‘ 71 C|
ProueT":u= Za,- b; = Blu]g, kde [u]g = (a1,...,an)",
a obdobné u = Z dc, = Clu]c pro [u]c = (d1,...,dn)".

Z u= Blulg = C[u]c plyne: [u]c = C ' Blulg = [id]s c[u]s.
Trik: Soutin Ize udetfit: (C|B) ~~ (1/C~B) = (1][id]s.c).



Ukazka

V prostoru Z2 uréete matici prechodu
od B=((2,3,0,2)",(1,1,1,1)7,(2,0,3,3)", (1,4,2,0)")
k = ( ’ Y 9 )

Vytvofime matici, sloupce na strané jsou z C, vpravo z B.

Gaussovou-Jordanovou eliminaci prevedeme levou stranu na |.
Vpravo se pak objevi matice prechodu [id]g ¢, ¢ili od B k
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Charakterizace zobrazeni pomoci matic
Lemma: Linearni zobrazeni f : U — V mezi prostory
U a V s libovolnymi kone¢nymi bazemi B a C u V(.
» je prosté, pravé kdyz rank([f]g,c) = dim U. m
» je na, pravé kdyz rank([f]g,c) = dim V, [f]B,C[U]BEW“J

Duakaz: Vektory u takové, ze f(u) = v, odpovidaji vzadjemné
jednoznaéné FeSenim x soustavy [f]g cx = [v]c, volbou x = [u]g.
» Soustava ma pro kazdé v € V nejvyse jedno feSeni, pravé
kdyz soustava [f|g,cx = 0 nema zadné volné proménné, t.j.
pravé kdyz rank([f]g,c) je rovno poctu sloupct, Cili dim U.
» Soustava ma feSeni pro kazdé v € V, pravé kdyz rank([f]g,c)
je rovno poctu ¥adka, &ili dim V. (Vpravo neni nikdy pivot.)
Véta: Linearni zobrazeni f: U — V je isomorfismus prostorti U a V
s kone¢nymi bazemi B a C, pravé kdyz [f]g c je regularni.
Diisledek: Pro isomorfismus f plati: [f~!]c 5 = ([f]g,c) "}, nebot
matice [f]g,c je Etvercova a spliiuje [f]c5[fls.c = [id]ss = I.



Bonus: Stru¢ny dikaz véty bez vyuziti soustav

Véta: Linearni zobrazeni f: U — V je isomorfismus prostort U a V
s kone¢nymi bazemi B a C, pravé kdyz [f]g ¢ je regularni.
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Dikaz:

«: Uvazme g : V — U takové, ?e [g]c.s = ([flg.c) . Pak:

[g o f]B,B = ([f]B,C)_l[f]B,C = ||B| = [id]B,B = f je pI’OSté,
[fog]cc = [f]B’C([f]B()*l = I\C| = [id]C,C = fje na.

= Protoze f(U) = V a f (V) = U, mame dim(U) = dim(V).
Matice [f]g.c je ¢tvercova a spliiuje [f )¢ g[fls.c = [id]ss = I.



Ukazka isomorfismu

Necht (A, A) je vektorovy prostor sudych podgrafi grafu G
nad télesem Z,. Zobrazeni f : A — Z3 dané nasledujici tabulkou
je linearni a bijektivni, proto jde o isomorfismus.

A * A

e NENI =l

f()(OOO) (1,0,0)7 (0,1,0)" (0,0,1)T (1,1,0)" (1,0,1)" (0,1,1)T (1,1,1)"

Linearita plati, napf. Matice zobrazeni zavisi
na obou zvolenych bazich.

Ay s " A
A é - NapF. [](a;,a5.45). =

(1,1,0)" + (1,0,1)" = (0,1, 1)"
f(As) + f(As) = f(As & As) = f(As)  Dimenze obou prostord je 3.

O O =
o = O
= O O



Pouziti matice zobrazeni

1 11
Pro jinou volbu B = (A4, As, A1) dostaneme [flgg = |1 0 0
010

eI Nal i

100T (0,1,0)7 (0,0,1)T (1,1,0)T (1,0.1)T (0,1,1)T (1,1,1)T

f(A )(000)T

Vsimnéte si, ze plati vztah [f|z g[Alg = [f(A)]e.

Nap¥. pro Ag dostaneme: Ag = Ay A\ As, a tedy [Ag]g = (1,1,0)".

Nynf:
111 1 0

[fleelAsle=|1 0 0| |1|=|1|=][f(Ae)le
0 1 0/ \O 1



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Kolik je riznych linearnich zobrazeni f : Z3 — 717
g) 125

. Ktera z nasledujicich matic je matice rotace o 90° po sméru

hodinovych rucicek vzhledem k standardni bazi?

01
) (1)
Ma-li matice zobrazeni f : U — V nulovy sloupec, potom

b) f neni prosté
d) vzor O je alespon dvouprvkovd mnozina.

lez:

. Pokud pro f : U — V plati, Ze f je isomorfismem

mezi U a f(U), potom rank([f]z c)
c) =dim(V),
e) <dim(U), f) <dim(V),



Komentar k reseni kvizu

1. Kazdé takové zobrazeni Ize reprezentovat matici ze Zéxg’ vidi
dvéma pevné zvolenym bazim. Takovych matic je 53.
Jinymi slovy, tolik je riiznych obrazli baze Z3 v Z},.

2. Sloupce jsou: f(e;) = —e; = (0,—1)" a f(ez2) =e; = (1,0)".

3. Pro vektor b; baze prostoru U, ktery odpovida nulovému
sloupci plati f(b;) = f(0) = 0. Ma-li matice nenulovy
sloupec, neplati c) a je-li V je obrazem U, neplati a).

4. Nemusi platit, je-li A = [f]g ¢ vidi riznym bazim B # C.
Napt. pro f =ida A =2l, je A3 =8I, #2l, = [fofoflgc .

5. Sloupce [f]g,c vidy generuji f(U) a u isomorfismu jsou
linedrné nezavislé: rank([f]g,c) = dim(f(U)) = dim(U).
Odtud c) a e). Protoze f(U) je podprostorem V/, plati i f).



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Co lze Fict o zobrazenich, jejichz matice je jednotkova,
pripadné permutacni?

» Je snazsi urcit matici prechodu od standardni baze
nebo ke standardni bazi?

» Co dostaneme, vynasobime-li matici zobrazeni [f]g ¢
matici inverzniho zobrazen{ [f~!]p 57?

» Jdou-li slozit dva isomorfismy mezi prostory konecné dimenze,
bude vysledné zobrazeni opét isomorfismem?



