
Lineárńı zobrazeńı
Pozorováńı: Necht’ A ∈ T m×n a zobrazeńı f : T n → T m

je definováno vztahem f (u) = Au. Pak plat́ı:
▶ f (u + v) = A(u + v) = Au + Av = f (u) + f (v)
▶ f (t · u) = A(t · u) = t · Au = t · f (u)

Definice: Necht’ U a V jsou vektorové prostory nad stejným
tělesem T . Zobrazeńı f : U → V nazveme lineárńı, pokud splňuje:
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f (u + v)▶ ∀u, v ∈ U :
f (u + v) = f (u) + f (v)

▶ ∀u ∈ U, ∀t ∈ T :
f (t · u) = t · f (u)

Pozorováńı: Pro každé lineárńı zobrazeńı plat́ı: f (0) = 0.



Ukázky jednoduchých lineárńıch zobrazeńı
Mezi obecnými vektorovými prostory f : U → V nad stejným T .
Triviálńı lineárńı zobrazeńı dané p̌redpisem: ∀u ∈ U : f (u) = 0.
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Identita id jako zobrazeńı na U dané ∀u ∈ U : id(u) = u.
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Identita může být brána i jako vnǒreńı U do V , je-li U ⊆ V .
V těchto p̌ŕıpadech je linearita součtu i skalárńıho násobku zjevná.



Geometrická lineárńı zobrazeńı
Geometrické transformace v R2 nebo R3, které fixuj́ı počátek:
▶ rotace kolem počátku
▶ osová souměrnost podle osy procházej́ıćı počátkem
▶ stejnolehlost se sťredem v počátku, včetně projekce
▶ jakákoli transformace, která kombinuje výše uvedené
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Vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
Pozorováńı: Jsou-li f : U → V ,
g : V → W lineárńı zobrazeńı,
pak (g ◦ f ) : U → W je lineárńı též.
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g ◦ f
u f (u) g(f (u)) =

(g ◦ f )(u)

Důkaz: (g ◦ f )(u + v) = g(f (u + v)) = g(f (u) + f (v)) =
= g(f (u)) + g(f (v)) = (g ◦ f )(u) + (g ◦ f )(v)
(g ◦ f )(tu) = g(f (tu)) = g(tf (u)) = tg(f (u)) = t(g ◦ f )(u)

Pozorováńı: Jestliže f : U → V je bijektivńı lineárńı zobrazeńı,
je i f −1 : V → U lineárńı zobrazeńı.
Důkaz: Pro jakákoli v , v ′ ∈ V
necht’ u = f −1(v) a u′ = f −1(v ′),
neboli f (u) = v a f (u′) = v ′.
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Linearita součtu: f −1(v + v ′) = f −1(f (u) + f (u′)) =
f −1(f (u + u′)) = u + u′ = f −1(v) + f −1(v ′)
Linearita skalárńıho násobku:
∀t ∈ T : f −1(tv) = f −1(tf (u)) = f −1(f (tu)) = tu = tf −1(v).
Definice: Bijektivńı lineárńı zobrazeńı se nazývá isomorfismus.



Transformace na vektor soǔradnic
Tvrzeńı: Necht’ U je prostor nad T s baźı B = (b1, . . . , bn).
Potom zobrazeńı f : U → T n definované f (u) = [u]B je lineárńı.

Důkaz: Pro u, v ∈ U vyjáďŕıme u =
n∑

i=1
aibi a v =

n∑
i=1

cibi , čili

vektory soǔradnic jsou [u]B = (a1, . . . , an)T, [v ]B = (c1, . . . , cn)T.

Linearita součtu: f (u + v) = [u + v ]B =
[ n∑
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aibi +

n∑
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cibi

]
B

=

=
[ n∑
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(ai + ci)bi

]
B

= (a1 + c1, . . . , an + cn)T =

= (a1, . . . , an)T + (c1, . . . , cn)T = [u]B + [v ]B = f (u) + f (v)
Linearita skalárńıho násobku:
Pro t ∈ T : f (tu) = [tu]B =

[
t

n∑
i=1

aibi

]
B

=
[ n∑

i=1
taibi

]
B

=

= (ta1, . . . , tan)T = t(a1, . . . , an)T = t[u]B = tf (u)

Pozorováńı: Zobrazeńı u ↔ [u]B je bijekce, neboli isomorfismus.



Daľśı ukázky lineárńıch zobrazeńı

V aritmetických vektorových
prostorech je projekce na i-tou
soǔradnici, čili πi : T n → T 1

dané πi((u1, . . . , un)T) = ui ,
lineárńı zobrazeńı.
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(u1, ... , ui , ... , un)T

ui00

Pozn.: Ṕı̌seme jen ui naḿısto
formálně korektńıho (ui)T.

Na prostoru funkćı s derivacemi
všech řádů

f (x) = x2 − x − 1 f ′(x) = 2x − 1

f → f ′

je i derivace lineárńı zobrazeńı:
(f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g ′(x)

(t · f (x))′ = t · f ′(x)



Věta o rozšǐritelnosti

Věta: Necht’ U a V jsou prostory nad T a B je báze U.
Pak pro jakékoli zobrazeńı f0 : B → V existuje jediné lineárńı
zobrazeńı f : U → V rozšǐruj́ıćı f0, t.j. ∀b ∈ B : f (b) = f0(b).
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Důkaz: Pro jakékoli u ∈ U existuj́ı jednoznačná n ∈ N0,
a1, . . . , an ∈ T \ 0 a b1, . . . , bn ∈ B taková, že u =

n∑
i=1

aibi .

Potom f (u) = f
( n∑

i=1
aibi

)
=

n∑
i=1

ai f (bi) =
n∑

i=1
ai f0(bi).

Důsledek: Pokud je f : U → V lineárńı, pak dim(U) ≥ dim(f (U)),
protože obraz f (B) báze B prostoru U generuje f (U).



Afinńı prostory
Definice: Necht’ W je podprostor vektorového prostoru U a u ∈ U.
Afinńı prostor značený u + W je množina {u + w : w ∈ W }.
Dimenźı afinńıho prostoru u + W se rozuḿı hodnota dim(W ).

Ukázka: Př́ımky a roviny (a nadroviny)
v obecné poloze v R3 (v Rd).

Poznámka: Afinńı prostor lze definovat
obecněji pomoćı axiomů jako množinu
A a zobrazeńı + : A×W → A splňuj́ıćı:
▶ ∀a ∈ A, ∀v , w ∈ W :

a + (v + w) = (a + v) + w
▶ ∀a, b ∈ A ∃!v ∈ W : a + v = b
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Prvky množiny A se nazývaj́ı body (nejde o skaláry ani o vektory).
Pozorováńı: Pro každé a ∈ A plat́ı: a + 0 = a.
Důkaz: Necht’ v je unikátńı vektor splňuj́ıćı a + v = a. Pak plat́ı:
a = a + v = (a + v) + v = a + (v +v) ⇒ v = v +v ⇒ v = 0.



Vzor vektoru v lineárńım zobrazeńı
Definice:
Jádro lineárńıho zobrazeńı f : U → V
je ker(f ) = {w ∈ U : f (w) = 0}.
Pozorováńı: Jádro je vektorový podprostor.
Pozorováńı: Pro f : T n → T m dané
f (x) = Ax je ker(f ) = ker(A).
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Věta: Necht’ f : U → V je lineárńı zobrazeńı. Pro libovolné v ∈ V ,
rovnice f (x) = v bud’ nemá žádné řešeńı, nebo řešeńı tvǒŕı afinńı
prostor u + ker(f ), kde u je libovolné řešeńı rovnice f (x) = v .
Ukázky: Řešeńı soustav Ax = b; konstanta + c p̌ri integrováńı.
Důkaz: Když x ∈ u + ker(f ), pak x = u + w pro w ∈ ker(f ).
Nyńı f (x) = f (u + w) = f (u) + f (w) = v + 0 = v .
Naopak, pro f (x) = v plat́ı f (x − u) = f (x) − f (u) = v − v = 0,
čili x − u ∈ ker(f ), a odtud x ∈ u + ker(f ).



Bonus: alternativńı důkaz věty, že dim RA = dim SA nad R
Pro A ∈ Rm×n mějme zobrazeńı f : Rn → Rm dané f (x) = Ax.
V́ıme, že SA = f (Rn). Dokonce ukážeme, že SA = f (RA).

Pro každé v ∈ SA existuje u ∈ Rn takové, že f (u) = v .
Protože dim RA + dim(ker A) = n a p̌ritom RA ∩ ker A = {0},
tvǒŕı sjednoceńı báźı RA a ker A bázi Rn. Vektor u lze tud́ıž
rozložit u = uR + u0, kde uR ∈ RA a u0 ∈ ker A. Dostáváme:
v = f (u) = f (uR + u0) = f (uR) + f (u0) = f (uR) + 0 = f (uR)
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Ze vztahu f (RA) = SA vyplývá dim RA ≥ dim SA.
Z f (RAT) = SAT vyplývá dim SA = dim RAT ≥ dim SAT = dim RA.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Kolik je r̊uzných lineárńıch zobrazeńı f : Z3

5 → Z1
3?

a) žádné b) 3 c) 5 d) 9 e) 15 f) 75 g) 125
2. Zobrazeńı f : R3 → R2 dané p̌redpisem f (x) = (x1, x3)T

a) je lineárńı a lze ho zapsat jako složeńı dvou projekćı π1 ◦ π3
b) je lineárńı, ale neńı složeńım žádných dvou projekćı πi ◦ πj
c) neńı lineárńı zobrazeńı

3. Pravda nebo lež: Inverzńı zobrazeńı ke složeńı lineárńıch
zobrazeńı g ◦ f je zobrazeńı g−1 ◦ f −1 a je dokonce lineárńı.

4. Je-li f isomorfismus, pak ker(f ) je:
a) ∅ b) {∅} c) 0 d) {0} e) 0 f) {0}
g) 0n h) {0n} i) 0m,n j) {0m,n} k) něco nenulového

5. Pravda nebo lež: Afinńı prostor obsahuje 0,
právě když je vektorovým prostorem.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Lineárńı zobrazeńı uvažujeme jen pro prostory nad stejným
tělesem, zde se lǐśı Z5 a Z3.

2. Oborem hodnot projekce je jednodimenzionálńı prostor.
3. Inverźı je zobrazeńı f −1 ◦ g−1, jinak ani nejdou složit.
4. Vzorem nulového vektoru je množina obsahuj́ıćı nulový vektor.

Je-li zobrazeńı prosté, daľśı vektory už obsahovat nemůže.
5. Vektorový prostor W je i afinńım prostorem 0 + W .

Tento afinńı prostor obsahuje 0, nebot’ 0 + 0 = 0.
Obráceně, afinńı prostor 0 + W je uzav̌rený na sč́ıtáńı i na
skalárńı násobky a proto je vektorovým prostorem.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Pro který z axiomů lineárńıho zobrazeńı je nutné,
aby oba prostory byly nad stejným tělesem?

▶ Jsou-li f (u) = Au, g(u) = Bu, a jdou-li složit,
čemu pak odpov́ıdá zobrazeńı g ◦ f ?

▶ Která ze zobrazeńı v ukázkách jsou isomorfismy a která ne?
▶ Proč je ve větě o rozšǐritelnosti ťreba jednoznačnost n

a nenulovost koeficient̊u ai?
▶ Jaké vlastnosti by muselo ḿıt zobrazeńı f0 z věty

o rozšǐritelnosti, aby f bylo prosté,
resp. aby bylo na nebo aby bylo isomorfismem?

▶ Proč je obraz f (U) prostoru U podprostorem V
a nikoli jen podmnožinou?



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Je lineárńı zobrazeńı jednoznačně určeno obrazem lineárně
nezávislé množiny nebo obrazem systému generátor̊u?

▶ Všimněte si, že obrazy lineárńıch zobrazeńı lze sč́ıtat i násobit
skalárem a tak definovat jejich součet i skalárńı násobek.
Jakou algebraickou strukturu tvǒŕı množina všech lineárńıch
zobrazeńı {f : U → V } s těmito dvěma operacemi?

▶ Jaká je geometrická interpretace afinńıch prostor̊u v R3?
▶ Mohou ḿıt dva r̊uzné afinńı prostory stejné dimenze

neprázdný pr̊unik? Je to možné, i když jsou určené stejným
prostorem W ?


