
Lemma o výměně
Lemma: Necht’ C generuje vektorový prostor V nad T , c ∈ C a
v ∈ V . Pokud lze v zapsat lineárńı kombinaćı vektor̊u z C , v ńıž
je u c nenulový koeficient, tak množina (C \ c) ∪ v generuje V .
Formálně:

(
v =

n∑
j=1

ajcj ∧ ai ̸= 0
)

⇒ span((C \ ci) ∪ v) = V
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Roli c ze zněńı lemmatu má ci z formálńıho zápisu i z obrázku.
Ukázka: Provedeńı elementárńı řádkové operace odpov́ıdá výměně
dle lemmatu v tzv. řádkovém prostoru, generovaném řádky matice.
(Formálně jejich transpozicemi, protože vektory jsou sloupcové.)

Formálně:
(
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⇒ span((C \ ci) ∪ v) = V

Důkaz: v = a1c1 + · · · + aici + · · · + ancn ⇒ ci = 1
ai
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Jakékoli u ∈ V můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci prvk̊u z C .
Vyskytuje-li se ci v této kombinaci, dosad́ıme za ci výraz výše.
T́ım źıskáme u jako lineárńı kombinaci prvk̊u z (C \ ci) ∪ v
(v kombinaci se použij́ı vektory z vyjáďreńı u i v , ale ne vektor ci).

V konečném p̌ŕıpadě, je-li C = {c1, . . . , cn} a u =
n∑

j=1
bjcj ,

dostaneme jmenovitě u = bi
ai

v +
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)
cj
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Lemma: Necht’ C generuje vektorový prostor V nad T , c ∈ C a
v ∈ V . Pokud lze v zapsat lineárńı kombinaćı vektor̊u z C , v ńıž
je u c nenulový koeficient, tak množina (C \ c) ∪ v generuje V .
Ukázka: Pro prostor V = R3, systém generátor̊u

C = {c1, . . . , c4} = {(1, 0, 0)T, (0, 1, 0)T, (0, 0, 1)T, (1, 1, 0)T}
a vektory v = (1, 1, 1)T, v ′ = (2, 1, 0)T.
Pokud vyjáďŕıme: (1, 1, 1)T = (1, 0, 0)T + (0, 1, 0)T + (0, 0, 1)T,
vid́ıme, že v lze vyměnit za kterýkoli z c1, c2 nebo c3.
Podobně, pokud vyjáďŕıme: (1, 1, 1)T = (1, 1, 0)T + (0, 0, 1)T,
vid́ıme, že v lze také vyměnit za c4.
Každá kombinace a1c1 + · · · + a4c4 = (a1 + a4, a2 + a4, a3)T
má ťret́ı složku nulovou, právě když a3 = 0.
Tud́ıž v ′ nelze vyjáďrit jako lineárńı kombinaci, kde a3 je nenulové.
Proto c3 nelze vyměnit za v ′ a źıskat opět systém generátor̊u.
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Steinitzova věta o výměně
Věta: Necht’ B je konečná lineárně nezávislá množina ve
vektorovém prostoru V a C generuje V . Pak existuje D taková, že:
▶ span(D) = V ▶ B ⊆ D ▶ |D| = |C | ▶ D \ B ⊆ C

Důkaz: Indukćı podle |B \ C |. Když B \ C = ∅, lze vźıt D = C .
Jinak zvoĺıme libovolné b ∈ B \ C a polož́ıme B′ = B \ b.
Protože množina B′ je lineárně nezávislá a |B′ \ C | < |B \ C |,
podle indukčńıho p̌redpokladu existuje D′ pro B′ a C taková, že:
▶ span(D′) = V ▶ B′ ⊆ D′ ▶ |D′| = |C | ▶ D′ \ B′ ⊆ C
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Vyjáďŕıme b v̊uči {d1, . . . , dn} ⊆ D′. Množina B je lineárně
nezávislá, a tak ai ̸= 0 pro nějaké di /∈ B. Potom D = (D′ \ di) ∪ b
splňuje všechny čty̌ri vlastnosti (prvńı z nich z lemmatu o výměně).



Ukázka pro V = Z4
2

Důkaz indukćı lze p̌revést do iterativńıho postupu tak, že
vektory {b1, . . . , bk} = B \ C postupně vyměňujeme za vhodné
vektory z C , č́ımž źıskáme posloupnost D0 = C , D1, . . . , Dk = D.

Je dána lineárně nezávislá množina B = {(1, 1, 0, 0)T, (1, 1, 0, 1)T}
a systém generátor̊u C = D0 =
{(1, 0, 0, 0)T, (0, 1, 0, 0)T, (0, 0, 1, 0)T, (0, 0, 0, 1)T, (1, 1, 1, 1)T}.

1. Vyjáďŕıme nap̌r.: (1, 1, 0, 0)T = (1, 0, 0, 0)T + (0, 1, 0, 0)T
a vyměň́ıme (1, 0, 0, 0)T za (1, 1, 0, 0)T.
Máme D1 =
{(1, 1, 0, 0)T, (0, 1, 0, 0)T, (0, 0, 1, 0)T, (0, 0, 0, 1)T, (1, 1, 1, 1)T}.

2. Vyjáďŕıme nap̌r.: (1, 1, 0, 1)T = (1, 1, 0, 0)T + (0, 0, 0, 1)T
a vyměň́ıme (0, 0, 0, 1)T za (1, 1, 0, 1)T.
Źıskali jsme požadovanou množinu generátor̊u D2 = D =
{(1, 1, 0, 0)T, (0, 1, 0, 0)T, (0, 0, 1, 0)T, (1, 1, 0, 1)T, (1, 1, 1, 1)T}.

Druhý krok odpov́ıdá důkazu pro b = (1, 1, 0, 1)T a D′ = D1.



Důsledky věty o výměně

Věta: Necht’ B je konečná lineárně nezávislá množina ve
vektorovém prostoru V a C generuje V . Pak existuje D t.ž.:
▶ span(D) = V ▶ B ⊆ D ▶ |D| = |C | ▶ D \ B ⊆ C

Důsledek: Je-li vektorový prostor konečně generován,
pak jakoukoli lineárně nezávislou množinu lze rozš́ı̌rit na bázi.
Důkaz: Stač́ı D zúžit na lineárně nezávislou p̌ri zachováńı B.

Důsledek: Pokud je vektorový prostor konečně generován,
pak všechny jeho báze maj́ı stejnou mohutnost.
Důkaz: Mějme báze B, C prostoru V , pak:
B nezávislá, C generuje V ⇒ |B| ≤ |C |
C nezávislá, B generuje V ⇒ |C | ≤ |B|

}
⇒ |B| = |C |



Dimenze a věta o pr̊uniku a spojeńı
Definice: Dimenze konečně generovaného vektorového prostoru V
je mohutnost kterékoli z jeho báźı. Znač́ı se dim(V ).
Ukázky:
▶ dim(T n) = n.
▶ Dimenze roviny coby podprostoru R3 je 2.
▶ Dimenze prostoru polynomů stupně nejvýše n je n + 1.

Pozorováńı: Je-li V podprostorem W
konečné dimenze, pak dim(V ) ≤ dim(W ).
Důkaz: Báze podprostoru V je nezávislá

UW V

U ∩ V
B DC

span(U ∪ V )

ve W a lze ji rozš́ı̌rit na bázi prostoru W .
Věta: Jsou-li U, V podprostory konečně generovaného prostoru W ,
pak dim(U) + dim(V ) = dim(U ∩ V ) + dim(span(U ∪ V ))
Důkaz: Rozš́ı̌ŕıme bázi B pr̊uniku U ∩ V na bázi C prostoru U a
také na bázi D prostoru V . Potom |C | + |D| = |B| + |C ∪ D|.
Lineárńı nezávislost C ∪ D: kdyby v ∈ span(C) ∩ span(D \ B),
pak v ∈ U ∩ V ⇒ [v ]D\B = 0|D\B| ⇒ v = 0 ⇒ [v ]C = 0|C |.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pokud v prostoru R3 vyměńıme ve dvouprvkové lineárně

nezávislé množině jeden vektor za dva jiné lineárně nezávislé
vektory, pak dostaneme: a) lineárně nezávislou množinu,
b) bázi, c) množinu, která může, ale nemuśı být báźı,
d) lineárně závislou množinu, e) systém generátor̊u R3.

2. Dimenze prostoru polynomů p stupně nejvýše 3
s koeficienty v Z5 takových, že p(0) = 0 je
a) 3 b) 4 c) 5 d) 15 e) 20 f) ∞

3. Kolik vektor̊u obsahuje prostor nad Zp dimenze d > 1?
a) d b) d + p c) dp d) dp e) pd f) 2d+p g) 2dp

4. Pravda nebo lež: Je-li V podprostorem prostoru W konečné
dimenze, pak plat́ı dim(span(W \ V )) = dim W − dim V .



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Nap̌r. pokud v {(1, 0, 0)T, (0, 1, 1)T} vyměńıme (0, 1, 1)T
za {(0, 1, 0)T, (0, 0, 1)T}, tak źıskáme standardńı bázi.
Vyměńıme-li jej za {(0, 1, 0)T, (1, 1, 0)T}, pak o bázi nejde.

2. Podḿınka p(0) = 0 vymezuje jen polynomy bez konstantńıch
členů {ax3 + bx2 + cx : a, b, c ∈ Z5}, nap̌r. s báźı (x3, x2, x).

3. Vektory jsou d-tice prvk̊u ze Zp. Každou jejich složku lze volit
z p možnost́ı, a to nezávisle na ostatńıch složkách.

4. Je-li W = R2 a V je p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem, pak
dim(span(W \ V )) = 2 ̸= 2 − 1 = dim(W ) − dim(V ).



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jaké kvantifikátory a které proměnné jsou pro stručnost
vynechány z formálńıho zápisu lemmatu o výměně?

▶ Která z požadovaných vlastnost́ı množiny D z věty o výměně
by byla porušena, kdybychom provedli stejný postup, ale
nepožadovali, aby B byla lineárně nezávislá?

▶ Je konečnost využita v lemmatu o výměně?
▶ Ve kterém okamžiku selže důkaz Steinitzovy věty o výměně,

pokud by B nebyla konečná?
▶ Je pro jednoznačnost dimenze ťreba Steinitzova věta o

výměně, nebo plyne i z jiných argument̊u?
▶ Analogie (podle principu inkluze a exkluze) věty o pr̊uniku a

spojeńı neplat́ı pro ťri prostory. Dokážete naj́ıt protip̌ŕıklad a
podle něj určit vlastnost, kterou nelze pro důkaz zaručit?


