Linearni nezavislost

Definice: MnoZina vektorli B je linearné nezavisla,

pravé kdyz pro kazdou n-tici vektorl vy, ..., v, € B plati,
n

ze > ajv; = 0 ma pouze trivialni feSeni a; = --- = a, = 0.
i=1

V ostatnich pfipadech je mnozina B /inearné zavisla.

Pozorovani: Pokud jsou vy, ..., v, linedrné zavislé, pak

n
> a;v; = 0, kde néjaké a; # 0 . Lze tedy vyjadfit odpovidajici v;
i=1
jako linedrni kombinaci zbyvajicich vektorl: v; = > —Zv;.
J#i



Ukazky

> Kdyz 0 € B, pak B je linearné zavisla.
1-0 = 0 je netrivialni linedrni kombinace.
> Iv?édky nebo sloupce |, jsou linedrné nezavislé.

v

» Radky matice v odstupnovaném tvaru jsou linedrné nezavislé.
pivot nelze eliminovat nulami ve zbytku sloupce pod nim.
» V R2: B = {b} je linedrn& nezavisla, pravé kdyz b # 0.
Mnozina C = {c1, ¢} je linedrné nezavisla, pravé kdyz
c1 # ¢ a primka uréend c¢; a ¢ neobsahuje pocatek.
Jakakoli D s alespon tfemi body je linedrné zavisla.
» Ve vektorovém prostoru reéln)’/ch polynomii,
je nekone¢na mnozina {x% x*,x2, ...} linedrn& nezévisla.

» Prazdna mnozina je linedrné nezawsla.



Dva odlisné testy linearni nezavislosti v T"

Je B= {(2,1,0, 3)T, (4,3,1, 4)T, (0,2,2, 1)T, (3,4,1, O)T, (0,2,2, 2)T}
linedrné zavisld nebo nezavisld mnozina v Zg?

a) Pomoci Gaussovy eliminace, protoze elementarni operace jen
vytvareji nové linearni kombinace plvodnich fadka:
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Ziskali jsme nulovy radek.
Jinymi slovy, nulovy vektor Ize
zapsat jako netrivialni linearni
kombinaci vektorti z B, a proto
je B linearné zavisla.
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b) Nalezenim netrividlniho feSeni rovnice ajv; + -+ + apv, = 0.

Rovnice odpovida

homogenni soustavé

s matici soustavy:

vV, =
2 4 0 3 0 2 4 0 3 0
1 3 2 4 2 01 2 0 2
012127 loo o012
3 4 1 0 2 0 00 0 1

Vyslednd matice obsahuje alespon jednu volnou proménnou: as.
Soustava a i rovnice maji netrividlni YeSeni, nap¥. (4,3,1,0,0)" dava
4(2,1,0,3)"+3(4,3,1,4)™+(0,2,2,1)"=0, &mz je B linedrné zavisla.



Vlastnosti linearné (ne)zavislych mnozin
Pozorovani: Je-li B nezavisla a C C B, pak je C je nezavisla.
Pozorovani: Je-li C zavisla a C C B, pak je B zavisla.
Pozorovani: B je nezavisla, pravé kdyz Vb € B : b ¢ span(B\ b).
Dikaz: b € span(B\ b) < b = ﬁl aib;, kde by, ... by € B\ b.

i=

Tvrzeni: Jestlize C je kone€na generujici mnozina prostoru V
a B je linedrné nezavisla ve V, potom |B| < |C].
Dukaz: Predpokladejme, ze C = {c1,...,cp} a pro spor, ie z B lze
vybrat rlizna by, ..., b,1. Kazdé b; vyjadiime jako b; = Z ajc;.
Odpovidajici matice A ma n+ 1 fadkd a n sloupcd, =1

proto je néktery radek linedrni kombinaci ostatnich.
Tato kombinace také potvrzuje linedrni zavislost by, ..., byy1.

Formalné: 3d = (d, . .. d,,+1)T e Tl \ O: dTA=0" =
n+1 n n (n+1
Zdbl—ZdZaucj > Zdau ¢ = ZOCJ—O

Jj=1



Rizné zplsoby popisu vektorového prostoru

Necht V = {(0,0,0,0)",(0,1,2,1)7,(0,2,1,2)", (1, o 1,0)T,
(1,1,0,1)7,(1,2,2,2)",(2,0,2,0)",(2,1,1,1)7,(2,2,0,2)",}
je prostorem aritmetickych vektor(i nad Zs.
(Tyto vektory vidéné jako 4-pismenovd slova v 3-pismenné abecedé
maji vlastnost, Ze jakakoli dvé slova se lisi alespon ve dvou symbolech.

Podobné mnoZiny Ize pouZit k ndvrhu samoopravnych kédii.)
Mohl by byt V' popsan efektivnéji neZ seznamem 9 hodnot?

MiiZeme si vdimnout, Ze tyto vektory jsou zavislé, nap¥. (0,0,0,0)T;
(2,1,1,1)T = (2,0,2,0)T +(0,2,1,2)7; (2,0,2,0)T =2-(1,0,1,0)".

Opakované odstranovani zavislych vektorii vede k podmnozing,

kterd je nezavisla, ale stale generuje cely V.

L . 0000 0121 0212
Konkrétné V' Ize generovat pouze dvéma 1010 1101 1222

vektory, napt. (0,1,2,1)" a (1,0,1,0)". 2020 2111 2202
Kazdy vektor V je také unikatni linedrni kombinaci téchto dvou!



Baze vektorového prostoru

Definice: Baze vektorového prostoru V je
linedrné nezavisld mnozina B, kterd generuje prostor V.
Proc je pojem baze tak dilezity?
» span(B) = V znamen3, ze kazdy vektor V
je linedrni kombinaci vektort baze B,
> B je lineadrné nezavisla, proto je vySe uvedend linearni
kombinace unikatni pro kazdy vektor V.
n n
Ditkaz: Pokud je B linedrné nezavisla a v = 3 a;b; = > a}b;, pak
n n n i=1 i=1
O=v—v=> ab— Y ab=>(a—a))bj = Vi:a =a.
i=1 i=1 i=1
Definice: Necht B = (b1, ..., b,) je usporidans baze vektorového
prostoru V nad T. Vektor souradnic v € V vzhledem k bazi B je
n
[vlg = (a1,...,a3,)" € T", kde v = 3 a;b;.
“~

1



Ukazky

> V aritmetickém vektorovém prostoru T" tvofi sloupce
e, ..., e, jednotkové matice |, tzv. standardni bazi E.
pfirozena kanonicka
» V R? je mnozina B = {by, by} bazi, pravé kdyz
by # by a pfimka uréend by a by neobsahuje pocatek.
» Ve vektorovém prostoru realnych polynomi,
je bazi nap¥. nekone¢na mnozina polynomi {x% xt, x2,...}.
» V prostoru polynom( stupné nejvyse 4, mame naptiklad:
[x3 +2x — 1] (01, x4 = (—1,2,0,1,0)7, ale i
[x3 +2x — 1] =(-1,3,6,1,0)", nebot
x3+2x—1=—1( )+ 3( )+6x7+1
» Ve vektorovém prostoru V = P(M) nad Z; mame napf. bazi
z jednoprvkovych mnoZin: [{a, c}]((a} {b}.{c}) = (1,0, nr.



Souradnice vektoru vzhledem k rliznym bazim
Soutadnice v vzhledem ke standardni (uspofadané) bazi
E=(e1,e2) = ((1,0)7,(0,1)7) jsou: v = [v]g = (3,5)".
Vzhledem k jiné usporadané bazi B = ((3,1)",(~1,1)")
mé stejny vektor soutadnice: [v]g = (2,3)".
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Rizné baze — Jpeg
Vektor v je vyrez 8 x 8 pixelli
z jedné barevné roviny a je
normalizovan na (—128,127):

Standardni baze E:

[V[e = vl =
0 7 30 —35 29 1 —10 20 11 —-59 16 4 —14 4 —9 —10
—6 —54 —15 0 —18 —69 —10 —32 —6 110 —8 —30 —30 46 —19 —13
—38 18 —36 58 37 18 —7 —4 16 —84 23 5 —20 6 —12 —14
17 38 27 —19 —26 —43 —2 44 —20 —83 —29 —2 18 —4 16 27
26 33 44 48 42 7 -8 20 2 91 3 —1 29 —14 —-13 21
11 30 —2 32 70 25 25 17 27 21 38 41 —52 —2 —40 22
22 —44 30 —19 14 48 55 6 —20 40 —28 41 16 —46 —12 27
—11 —-16 8 6 22 —28 —10 17 —9 59 —13 —46 11 15 —58 —39

Jde o 64-slozkové vektory, jen je zde zndzorfiujeme maticemi.



Ztratova komprese a dekomprese (zjednoduseno)

11 —-59 16 4 —14 4

—6 110 —8 —30 —30 46 —19 —13
16 —84 23 5 —-20 6

—20 —83 —29 —2 18 —4 16

2 91 3 -1 29 —-14-13 21
27 21 38 41 —52 —2 —40 22

—20 40 —28 41

—9 59 —13 —46 11

16
12
14
14
18
24
49
72

3
-5

11
12
13
17
22
35
64
92

2

10
14
16
22
37
55
78
95

—4 -2

]

2

-1

16
19
24
29
56
64
87
98

24
26
40
51

68 109 103
81 104 113
103 121 120

16 —46 —12 27
15 —58 —39

vydélime po slozkach Cisly
z tzv. kvantizacni matice

40 51
58 60
57 69
87 80

-9 —10

—12 —14

61
55
56
62
7
92
101

112 100 103 99

a zaokrouhlime
-1 -2 -1

—1
1
1

—1

1

—1

prenasobime kvantizani matici
48 —11 —20 —16 24

—60 24 0

—56 —26 0
70 0 0
18 44 37
24 —-35 55
49 0 -78
72 0 -9

—19
24
29

—56

0
0
0

0

0

0

0
—81

0

0

coocooocooo
cooocoooooo

61

prevedeme z baze B do baze E

1 0 39
1 —53 —40
—41 —15 32
15 33 12
31 27 48
2 -1 6
1 -5 7
-2 =29 17

—16 23 —-13 23
—38 —3 —61 —36
47 55 20 =2
—38 —71 —36 12
82 56 5 —11
23 53 35 25
—33 25 38 62
-3 34 -38 —4

0
—14
—24

43
18
13
21
5

Data: jen 27 &isel z {—5,...,5}\0
Priimérna odchylka odstinu < 6%

Original: Reprodukce:



Existence baze

Pozorovani: Mnozina B je bazi vektorového prostoru V/,
pravé kdyz span(B) =V aVb € B: b ¢ span(B\ b).
Disledek: Kazda konecna generujici mnozina C vektorového
prostoru V' obsahuje bazi B jako podmnoZinu.

Dikaz: Nejprve polozime B = C. Potom postupné testujeme
kazdé b € B, zdali b € span(B\ b). Pokud ano, odebereme b z B.

Véta: Kazdy vektorovy prostor mé bazi.

. pro konecné generované je uz dokazano;
pro nekonecné generované dikaz vynechame.
(Tato Cast véty je ekvivalentni axiomu vybéru.)

Pozorovani: Kazdy podprostor V' aritmetického vektorového

prostoru je mnozinou feSeni vhodné homogenni soustavy Ax = 0.
Duikaz: Za tadky B zvolime bazi V a za fadky A pak bazi ker(B).
ker(A) = {x: Ax =0} = {x: Vy c ker(B): y"'x =0} = Rg = V.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Pravda : Pro kazdou regularni matici A plati, ze
tadky A~! jsou linedrné nezavislé.
2. Prinik dvou bazi vektorového prostoru V
b) je linedrné nezavislda mnozina

3. lez:



Komentar k reseni kvizu

1. Matice A1 je také regularni a podle charakterizace
regularnich matic nemiZze mit linedrné zavislé radky.

2. Nap¥. standardni baze prostoru R? se s bazi ((1,0)",(1,1)")
protind v pouze jednom vektoru. Tento negeneruje celé R?.
Prinik (i prazdny) je linedrné nezavisly, protoze je
podmnozinou linedrné nezavislé mnoziny, napr. baze B.

3. Napt. z linedrni nezavislosti baze vyplyva, ze nulovy vektor
daného prostoru (ne nutné aritmeticky) ma vzdy nulovy vektor
soufadnic (aritmeticky) vici libovolné bazi.

Jiny protipfiklad: stadi aby platilo v € BN C.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jakym zplsobem lze vybrat co nejvice linedrné nezavislych
sloupcii z matice v odstupfiovaném tvaru?

> Jak byste otestovali, zdali je néjakd mnozina sudych podgrafii
linedrné nezavisla?

» Plati jednoznacnost koeficienti linearni kombinace vici
linedrné nezavislé mnoziné B i v pripadé, ze B je nekonelna a
kombinace jsou vyjadreny vidi jinym podmnozinam B?

» Jak vypada néjaka baze prostoru matic T™*"?



