
Lineárńı nezávislost

Definice: Množina vektor̊u B je lineárně nezávislá,
právě když pro každou n-tici vektor̊u v1, . . . , vn ∈ B plat́ı,
že

n∑
i=1

aivi = 0 má pouze triviálńı řešeńı a1 = · · · = an = 0.
V ostatńıch p̌ŕıpadech je množina B lineárně závislá.

Pozorováńı: Pokud jsou v1, . . . , vn lineárně závislé, pak
n∑

i=1
aivi = 0, kde nějaké ai ̸= 0 . Lze tedy vyjáďrit odpov́ıdaj́ıćı vi

jako lineárńı kombinaci zbývaj́ıćıch vektor̊u: vi =
∑
j ̸=i

−aj
ai

vj .



Ukázky

▶ Když 0 ∈ B, pak B je lineárně závislá.
. . . 1 · 0 = 0 je netriviálńı lineárńı kombinace.

▶ Řádky nebo sloupce In jsou lineárně nezávislé.
▶ Řádky matice v odstupňovaném tvaru jsou lineárně nezávislé.

. . . pivot nelze eliminovat nulami ve zbytku sloupce pod ńım.
▶ V R2: B = {b} je lineárně nezávislá, právě když b ̸= 0.

Množina C = {c1, c2} je lineárně nezávislá, právě když
c1 ̸= c2 a p̌ŕımka určená c1 a c2 neobsahuje počátek.
Jakákoli D s alespoň ťremi body je lineárně závislá.

▶ Ve vektorovém prostoru reálných polynomů,
je nekonečná množina {x0, x1, x2, . . . } lineárně nezávislá.

▶ Prázdná množina je lineárně nezávislá.



Dva odlǐsné testy lineárńı nezávislosti v T n

Je B = {(2, 1, 0, 3)T, (4, 3, 1, 4)T, (0, 2, 2, 1)T, (3, 4, 1, 0)T, (0, 2, 2, 2)T}
lineárně závislá nebo nezávislá množina v Z4

5?
a) Pomoćı Gaussovy eliminace, protože elementárńı operace jen
vytvá̌rej́ı nové lineárńı kombinace původńıch řádk̊u:

2 1 0 3
4 3 1 4
0 2 2 1
3 4 1 0
0 2 2 2

 ∼∼


2 1 0 3
0 1 1 3
0 0 1 3
0 0 0 1
0 0 0 0


Źıskali jsme nulový řádek.
Jinými slovy, nulový vektor lze
zapsat jako netriviálńı lineárńı
kombinaci vektor̊u z B, a proto
je B lineárně závislá.

b) Nalezeńım netriviálńıho řešeńı rovnice a1v1 + · · · + anvn = 0.
Rovnice odpov́ıdá
homogenńı soustavě
s matićı soustavy:

2 4 0 3 0
1 3 2 4 2
0 1 2 1 2
3 4 1 0 2

 ∼∼

2 4 0 3 0
0 1 2 0 2
0 0 0 1 2
0 0 0 0 1


Výsledná matice obsahuje alespoň jednu volnou proměnnou : a3.
Soustava a i rovnice maj́ı netriviálńı řešeńı, nap̌r. (4, 3, 1, 0, 0)T dává
4(2, 1, 0, 3)T+ 3(4, 3, 1, 4)T+ (0, 2, 2, 1)T=0, č́ımž je B lineárně závislá.



Vlastnosti lineárně (ne)závislých množin
Pozorováńı: Je-li B nezávislá a C ⊆ B, pak je C je nezávislá.
Pozorováńı: Je-li C závislá a C ⊆ B, pak je B závislá.
Pozorováńı: B je nezávislá, právě když ∀b ∈ B : b /∈ span(B \ b).

Důkaz: b ∈ span(B \ b) ⇔ b =
n∑

i=1
aibi , kde b1, . . . , bn ∈ B \ b.

Tvrzeńı: Jestliže C je konečná generuj́ıćı množina prostoru V
a B je lineárně nezávislá ve V , potom |B| ≤ |C |.
Důkaz: Předpokládejme, že C = {c1, . . . , cn} a pro spor, že z B lze
vybrat r̊uzná b1, . . . , bn+1. Každé bi vyjáďŕıme jako bi =

n∑
j=1

aijcj .
Odpov́ıdaj́ıćı matice A má n + 1 řádk̊u a n sloupc̊u,
proto je některý řádek lineárńı kombinaćı ostatńıch.
Tato kombinace také potvrzuje lineárńı závislost b1, . . . , bn+1.

Formálně: ∃d = (d1, . . . , dn+1)T ∈ T n+1 \ 0: dTA = 0T ⇒
n+1∑
i=1

dibi =
n+1∑
i=1

di
n∑

j=1
aijcj =

n∑
j=1

(
n+1∑
i=1

diaij

)
cj =

n∑
j=1

0cj = 0



Různé způsoby popisu vektorového prostoru
Necht’ V = {(0, 0, 0, 0)T, (0, 1, 2, 1)T, (0, 2, 1, 2)T, (1, 0, 1, 0)T,
(1, 1, 0, 1)T, (1, 2, 2, 2)T, (2, 0, 2, 0)T, (2, 1, 1, 1)T, (2, 2, 0, 2)T, }
je prostorem aritmetických vektor̊u nad Z3.

(Tyto vektory viděné jako 4-ṕısmenová slova v 3-ṕısmenné abecedě
maj́ı vlastnost, že jakákoli dvě slova se lǐśı alespoň ve dvou symbolech.
Podobné množiny lze použ́ıt k návrhu samoopravných kód̊u.)

Mohl by být V popsán efektivněji než seznamem 9 hodnot?
Můžeme si všimnout, že tyto vektory jsou závislé, nap̌r. (0, 0, 0, 0)T;
(2, 1, 1, 1)T = (2, 0, 2, 0)T + (0, 2, 1, 2)T; (2, 0, 2, 0)T = 2 · (1, 0, 1, 0)T.

Opakované odstraňováńı závislých vektor̊u vede k podmnožině,
která je nezávislá, ale stále generuje celý V .
Konkrétně V lze generovat pouze dvěma
vektory, nap̌r. (0, 1, 2, 1)T a (1, 0, 1, 0)T.
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2020 2111 2202

Každý vektor V je také unikátńı lineárńı kombinaćı těchto dvou!



Báze vektorového prostoru

Definice: Báze vektorového prostoru V je
lineárně nezávislá množina B, která generuje prostor V .
Proč je pojem báze tak důležitý?
▶ span(B) = V znamená, že každý vektor V

je lineárńı kombinaćı vektor̊u báze B,
▶ B je lineárně nezávislá, proto je výše uvedená lineárńı

kombinace unikátńı pro každý vektor V .

Důkaz: Pokud je B lineárně nezávislá a v =
n∑

i=1
aibi =

n∑
i=1

a′
ibi , pak

0 = v − v =
n∑

i=1
aibi −

n∑
i=1

a′
ibi =

n∑
i=1

(ai − a′
i)bi ⇒ ∀i : ai = a′

i .

Definice: Necht’ B = (b1, . . . , bn) je uspǒrádaná báze vektorového
prostoru V nad T . Vektor soǔradnic v ∈ V vzhledem k bázi B je
[v ]B = (a1, . . . , an)T ∈ T n, kde v =

n∑
i=1

aibi .



Ukázky

▶ V aritmetickém vektorovém prostoru T n tvǒŕı sloupce
e1, . . . , en jednotkové matice In tzv. standardńı bázi E.
Též se nazývá p̌rirozená nebo kanonická báze.

▶ V R2 je množina B = {b1, b2} báźı, právě když
b1 ̸= b2 a p̌ŕımka určená b1 a b2 neobsahuje počátek.

▶ Ve vektorovém prostoru reálných polynomů,
je báźı nap̌r. nekonečná množina polynomů {x0, x1, x2, . . . }.

▶ V prostoru polynomů stupně nejvýše 4, máme nap̌ŕıklad:
[x3 + 2x − 1](x0,x1,...,x4) = (−1, 2, 0, 1, 0)T, ale i
[x3 + 2x − 1](x0+x1,x1−2x2,x2,x3,x4) = (−1, 3, 6, 1, 0)T, nebot’
x3 + 2x − 1 = −1(x0 + x1) + 3(x1 − 2x2) + 6x2 + 1x3

▶ Ve vektorovém prostoru V = P(M) nad Z2 máme nap̌r. bázi
z jednoprvkových množin: [{a, c}]({a},{b},{c}) = (1, 0, 1)T.



Soǔradnice vektoru vzhledem k r̊uzným báźım
Soǔradnice v vzhledem ke standardńı (uspǒrádané) bázi
E = (e1, e2) = ((1, 0)T, (0, 1)T) jsou: v = [v ]E = (3, 5)T.

Vzhledem k jiné uspǒrádané bázi B = ((3, 1)T, (−1, 1)T)
má stejný vektor soǔradnice: [v ]B = (2, 3)T.
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Různé báze — Jpeg
Vektor v je vý̌rez 8 × 8 pixel̊u
z jedné barevné roviny a je
normalizován na (−128, 127):

y Standardńı báze E:

[v ]E =
0 7 30 −35 29 1 −10 20

−6 −54 −15 0 −18 −69 −10 −32
−38 18 −36 58 37 18 −7 −4
17 38 27 −19 −26 −43 −2 44
26 33 44 48 42 7 −8 20
11 30 −2 32 70 25 25 17
22 −44 30 −19 14 48 55 6

−11 −16 8 6 22 −28 −10 17



Báze z harmonických funkćı B:

[v ]B
.=

11 −59 16 4 −14 4 −9 −10
−6 110 −8 −30 −30 46 −19 −13
16 −84 23 5 −20 6 −12 −14

−20 −83 −29 −2 18 −4 16 27
2 91 3 −1 29 −14 −13 21
27 21 38 41 −52 −2 −40 22

−20 40 −28 41 16 −46 −12 27
−9 59 −13 −46 11 15 −58 −39


Jde o 64-složkové vektory, jen je zde znázorňujeme maticemi.



Ztrátová komprese a dekomprese (zjednodušeno)
11 −59 16 4 −14 4 −9 −10
−6 110 −8 −30 −30 46 −19 −13
16 −84 23 5 −20 6 −12 −14

−20 −83 −29 −2 18 −4 16 27
2 91 3 −1 29 −14 −13 21
27 21 38 41 −52 −2 −40 22

−20 40 −28 41 16 −46 −12 27
−9 59 −13 −46 11 15 −58 −39


vyděĺıme po složkách č́ısly
z tzv. kvantizačńı matice

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99


a zaokrouhĺıme

3 −1 −2 −1 1 0 0 1
−5 2 0 −1 0 0 0 0
−4 −2 0 1 0 0 0 1
5 0 0 1 0 0 0 0
1 2 1 −1 0 0 0 0
1 −1 1 0 −1 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0



p̌renásob́ıme kvantizačńı matićı
48 −11 −20 −16 24 0 0 61

−60 24 0 −19 0 0 0 0
−56 −26 0 24 0 0 0 56
70 0 0 29 0 0 0 0
18 44 37 −56 0 0 0 0
24 −35 55 0 −81 0 0 0
49 0 −78 0 0 0 0 0
72 0 −95 0 0 0 0 0


p̌revedeme z báze B do báze E

1 0 39 −16 23 −13 23 0
1 −53 −40 −38 −3 −61 −36 −14

−41 −15 32 47 55 20 −2 −24
15 33 12 −38 −71 −36 12 43
31 27 48 82 56 5 −11 18
22 −1 6 23 53 35 25 13
1 −5 7 −33 25 38 62 21

−2 −29 17 −3 34 −38 −4 5


Data: jen 27 č́ısel z {−5, . . . , 5}\0
Pr̊uměrná odchylka odst́ınu < 6%

Originál: Reprodukce:



Existence báze
Pozorováńı: Množina B je báźı vektorového prostoru V ,
právě když span(B) = V a ∀b ∈ B : b /∈ span(B \ b).

Důsledek: Každá konečná generuj́ıćı množina C vektorového
prostoru V obsahuje bázi B jako podmnožinu.
Důkaz: Nejprve polož́ıme B = C . Potom postupně testujeme
každé b ∈ B, zdali b ∈ span(B \ b). Pokud ano, odebereme b z B.

Věta: Každý vektorový prostor má bázi.
. . . pro konečně generované je už dokázáno;
pro nekonečně generované důkaz vynecháme.
(Tato část věty je ekvivalentńı axiomu výběru.)

Pozorováńı: Každý podprostor V aritmetického vektorového
prostoru je množinou řešeńı vhodné homogenńı soustavy Ax = 0.
Důkaz: Za řádky B zvoĺıme bázi V a za řádky A pak bázi ker(B).
ker(A) = {x : Ax = 0} = {x : ∀y ∈ ker(B) : yTx = 0} = RB = V .



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež: Pro každou regulárńı matici A plat́ı, že

řádky A−1 jsou lineárně nezávislé.
2. Pr̊unik dvou báźı vektorového prostoru V

a) je vždy prázdný b) je lineárně nezávislá množina
c) generuje prostor V d) je báźı prostoru V
e) neplat́ı ani jedno z uvedených

3. Pravda nebo lež:
Jsou-li B a C dvě báze prostoru V a pro alespoň jeden vektor
v ∈ V plat́ı, že [v ]B = [v ]C , tak potom B = C .



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Matice A−1 je také regulárńı a podle charakterizace
regulárńıch matic nemůže ḿıt lineárně závislé řádky.

2. Nap̌r. standardńı báze prostoru R2 se s báźı ((1, 0)T, (1, 1)T)
prot́ıná v pouze jednom vektoru. Tento negeneruje celé R2.
Pr̊unik (i prázdný) je lineárně nezávislý, protože je
podmnožinou lineárně nezávislé množiny, nap̌r. báze B.

3. Nap̌r. z lineárńı nezávislosti báze vyplývá, že nulový vektor
daného prostoru (ne nutně aritmetický) má vždy nulový vektor
soǔradnic (aritmetický) v̊uči libovolné bázi.
Jiný protip̌ŕıklad: stač́ı aby platilo v ∈ B ∩ C .



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jakým způsobem lze vybrat co nejv́ıce lineárně nezávislých
sloupc̊u z matice v odstupňovaném tvaru?

▶ Jak byste otestovali, zdali je nějaká množina sudých podgraf̊u
lineárně nezávislá?

▶ Plat́ı jednoznačnost koeficient̊u lineárńı kombinace v̊uči
lineárně nezávislé množině B i v p̌ŕıpadě, že B je nekonečná a
kombinace jsou vyjáďreny v̊uči jiným podmnožinám B?

▶ Jak vypadá nějaká báze prostoru matic T m×n?


