
Podprostor
Definice: Necht’ V je vektorový prostor nad T , potom
podprostor U je neprázdná podmnožina V splňuj́ıćı:
▶ ∀u, v ∈ U : u + v ∈ U
▶ ∀v ∈ U, ∀t ∈ T : tv ∈ U

Ukázky: Rovina U obsahuj́ıćı počátek 0
je podprostorem V = R3.

Př́ımka W ⊂ U procházej́ıćı počátkem
je podprostorem U i podprostorem V . 0

W
V = R3 U

Polynomy stupně nejvýše 5 tvǒŕı podprostor prostoru funkćı.

Pozorováńı: Jakýkoli podprostor je také vektorový prostor,
protože existenčńı axiomy plynou z uzav̌renosti: 0 = 0v ∈ U
a také −v = (−1)v ∈ U. Ostatńı axiomy plat́ı již na V .



Pr̊unik podprostor̊u

Věta: Necht’ (Ui , i ∈ I) je libovolný systém podprostor̊u prostoru V .
Pr̊unik tohoto systému

⋂
i∈I

Ui je také podprostorem V .

Ukázka: Roviny U1 a U2 jsou podprostory vektorového prostoru R3.
Jejich pr̊unikem je p̌ŕımka W . Je to také podprostor R3.

0

W
U1

U2

Důkaz: Necht’ W =
⋂
i∈I

Ui . Ukážeme, že W je uzav̌ren na + a ·.

∀u, v ∈ W :
u, v ∈ W ⇒ ∀i ∈ I : u, v ∈ Ui ⇒ ∀i ∈ I : u +v ∈ Ui ⇒ u +v ∈ W

∀t ∈ T , v ∈ W :
v ∈ W ⇒ ∀i ∈ I : v ∈ Ui ⇒ ∀i ∈ I : tv ∈ Ui ⇒ tv ∈ W

Všimněte si, že když I = ∅, pak prázdný pr̊unik W =
⋂
i∈∅

Ui = V

je podprostorem samotného V .
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Podprostor generovaný množinou, lineárńı kombinace

Definice: Podprostor prostoru V generovaný množinou M je pr̊unik
všech podprostor̊u U z V , které obsahuj́ı M. Znač́ı se span(M).
Formálně span(M) =

⋂
{U : M ⊆ U, U je podprostor V }

Nazývá se též lineárńı obal M a může se značit L(M).

Ukázky: Pro V = R3, span({(2, 2, 2)T}) = {(a, a, a)T, a ∈ R}
. . . p̌ŕımka obsahuj́ıćı body se všemi ťremi soǔradnicemi totožnými

span({(1, 0, 0)T, (0, 1, 0)T}) = {(a, b, 0)T, a, b ∈ R}
. . . rovina určená prvńımi dvěma osami

Definice: Lineárńı kombinace vektor̊u v1, . . . , vk ∈ V nad T
je libovolný vektor u = a1v1 + · · · + akvk , kde a1, . . . , ak ∈ T .

Věta: Necht’ V je vektorový prostor nad T a M je podmnožina V .
Pak span(M) je množina všech lineárńıch kombinaćı vektor̊u z M.



Ukázka pro W = {x : Ax = 0}

Pro A =


1 −2 4 0 3

−2 4 −6 6 0
4 −8 13 −9 −4
3 −6 9 −9 1

 ∼∼


1 −2 4 0 3
0 0 1 3 2
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


řeš́ıme W = {p1(2, 1, 0, 0, 0)T + p2(12, 0, −3, 1, 0)T : p1, p2 ∈ R}
1. W lze chápat coby pr̊unik následuj́ıćıch podprostor̊u:
U1 = {x : (1, −2, 4, 0, 3) · x = 0}
U2 = {x : (−2, 4, −6, 6, 0) · x = 0}
U3 = {x : (4, −8, 13, −9, −4) · x = 0}
U4 = {x : (3, −6, 9, −9, 1) · x = 0}

Každé Ui odpov́ıdá
jedné rovnici soustavy
a tvǒŕı nadrovinu v R5.
W = U1 ∩ U2 ∩ U3 ∩ U4

2. Stejný podprostor W již byl
popsaný jako množina lineárńıch kombinaćı
W = span((2, 1, 0, 0, 0)T, (12, 0, −3, 1, 0)T)
Správnost Gaussovy eliminace a zpětné
substituce dokazuje, že oba způsoby
popisuj́ı stejný podprostor v R5.
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(2, 1, 0, 0, 0)T

(12, 0, −3, 1, 0)T

V = R5

W 0



Důkaz věty
Věta: Necht’ V je vektorový prostor nad T a M je podmnožina V .
Pak span(M) je množina všech lineárńıch kombinaćı vektor̊u z M.

Pro W1 =
⋂

M⊆Ui ⊆V
Ui , W2 =

{
k∑

i=1
aivi : k ∈ N, ai ∈ T , vi ∈ M

}
.

chceme ukázat W1= span(M) = W2.

W2 je podprostor, protože je uzav̌ren na skalárńı násobky

u ∈ W2 ⇒ u =
k∑

i=1
aivi ⇒ tu = t

k∑
i=1

aivi =
k∑

i=1
(tai)vi ⇒ tu ∈ W2

a analogicky také na součty u, w ∈ W2 ⇒ · · · ⇒ u + w ∈ W2

Protože M ⊆ W2 máme W2 mezi prot́ınaj́ıćımi se podprostory Ui .
Odtud W1 ⊆ W2.

Každý Ui obsahuje M a je uzav̌ren p̌ri sč́ıtáńı a skalárńı násobky.
Tud́ıž každý Ui obsahuje všechny lineárńı kombinace vektor̊u M.
Proto ∀Ui : W2 ⊆ Ui ⇒ W2 ⊆ W1.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež: Pr̊unik ťŕı p̌ŕımek coby vektorových

podprostor̊u roviny může být prázdný.
2. Jsou-li u, v r̊uzné a netrivialńı, potom mezi span{u, v} a

span{u} ∪ span{v} plat́ı vždy vztah: a) =, b) ̸=, c) ⊆, d) ⊇.
3. Pro všechny podmnožiny A, B vektorového prostoru V plat́ı:

a) span(A ∩ B) = span A ∩ span B, b) span V = V ,
c) |A| ≤ |B| ⇒ | span A| ≤ | span B|, d) span ∅ = ∅,
e) A ⊆ B ⇒ span A ⊆ span B, f) span(span A) = span A.

4. Třet́ı nejmenš́ı možná mohutnost podprostoru prostoru Z7
5 je:

a) 15, b) 21, c) 25, d) 35, e) 49, f) 125, g) 175, h) 343.
5. Pravda nebo lež: Pr̊unik nekonečně mnoha r̊uzných

vektorových podprostor̊u může být konečný neprázdný.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Př́ımky coby vektorové prostory musej́ı procházet počátkem.
2. Vektor, který je skalárńım násobkem u nebo v , je i lineárńı

kombinaćı obou (jeden koeficient nebo i oba mohou být 0).
3. a) nap̌r. v R2 : A = {e1}, B = {2e1}; b) v pr̊uniku je jen V ;

c) nap̌r. {e1, e2}, {ce1, c ∈ R} (stač́ı i c ∈ {1, 2, 3});
d) 0 je v pr̊uniku všech podprostor̊u, podobně i

∑
∅

= 0;

e) kombinace vektor̊u A jsou i kombinacemi vektor̊u B;
f) lineárńı kombinace lineárńıch kombinaćı jsou lineárńı
kombinace vektor̊u, z nichž jsou kombinace vytvǒreny;

4. Nejmenš́ı prostor je triviálńı: {0}. Prostory druhé nejmenš́ı
mohutnosti maj́ı 5 vektor̊u, ťret́ı 25, atd. po mocninách 5.

5. Nap̌r. pr̊unik všech p̌ŕımek v R2 procházej́ıćıch počátkem.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Může ḿıt nespočetný počet podprostor̊u neprázdný pr̊unik?
▶ Pokud je u lineárńı kombinace vektor̊u v1, . . . , vk a u′ je

lineárńı kombinace w1, . . . , wl , lze pak součet u + u′ vyjáďrit
jako lineárńı kombinaci v1, . . . , vk , w1, . . . , wl?
Jak to souviśı s lineárńım obalem nekonečné množiny M?


