Vektorovy prostor

Definice: Vektorovy prostor (V,+,-) nad télesem je
mnozina V/ spolu s binarni operaci + na V' a binarni operaci
skalarniho nasobku - : T x V — V, kde:

» (V.+) je Abelovska grupa

» Va,be T,WveV:(a-b)-v=a-(b-v)

P YVveV:l-v=v

> Va,be T,VveV:( y-v=(a-v)+(b-v)

> Vae T )Vu,veV:ia-(utv)=(a-u)+(a-v)
Prvky T se nazyvaji , prvky V' se nazyvaji vektory.
RozliSujeme nulovy skaldr O € 7 a nulovy vektor 0 € V.

Mame opacny skalar € | i opacny vektor —v € V.

Existuje inverzni skalar € T, ale neexistuje inverzni vektor v 1l
Souciny v - 2 a v - u nejsou definovany a tak jsou formalné chybné!

Symbol soulinu - se ¢asto vynechava. Soucin - ma prednost pred +.



Ukazky

vvyyy

Aritmeticky vektorovy prostor T" dimenze n nad télesem T.
Vektory jsou usporadané n-tice prvki z T.

Scitani a skalarni nasobky se provadéji po soufadnicich.
Kazdé téleso T davé vektorovy prostor T stejné mohutnosti.
Tm>n . matice typu mx nnad T.

V = {0} trividlni vektorovy prostor nad libovolnym télesem T.
Polynomy s koeficienty v T.

Polynomy omezeného stupné.



Vektorovy prostor realnych funkci nad télesem R

Vektory f, g jsou redlné funkce redlné proménné
Soudet Skaldrni nasobek
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Mnozinové systémy jako vektorové prostory

Necht A je systém podmnoZin mnoZiny M, ktery je uzavfen na
symetricky rozdil A.

Potom (A, A, -) je vektorovy prostor nad Z, kde - je definovan
jako: 0- A = (), neutrélni prvek A, a1-A = A pro véechna A € A.

Plati: VA,B,C e A: (AAB)AC=AAN(BA (),

protoze vysledkem je (@ . @)A @ ) @ . @ ) @
podmnozina M s prvky,

které nalezi lichému

pottu mnozin A, Ba C. A(ﬁﬁ@)_@ﬁa_@
Libovolnou A € A lze reprezentovat charakteristickou funkci

1 proacA

0 proa¢ A

Pozorovani: Mnozina A /A B ma charakteristickou funkci

XAAB = XA + XxB, protoze 1 +1 =0 v Z.

XA : M — Z, definovanou ya(a) = {



Vektorovy prostor na grafech

Necht M = E¢ a A obsahuje mnoZiny hran A takové, Ze
kazdy vrchol G nalezi sudému poctu hran z A.
Tyto mnoziny A indukuji tzv. sudé podgrafy grafu G.

RS EENE N

Operace A zachovava sudy stupen, .
protoZe symetricky rozdil dvou
mnozin sudych mohutnosti, zde A =
mnozin hran obsahujicich tentyz y
vrchol, mé také sudou mohutnost. AL B| = Al +[B| - 2|AN B




Vlastnosti vektorovych prostorti

Protoze (V,+) je grupa, mame uz dokazano:
» jednoznaénost vektoru O,
» jednoznacnost —u,
» korektnost ekvivalentnich Gpravi u=v<&<u+w=v+w,

» fesSitelnost rovnic: x+u=v & x=v — u.

Pozorovani: Pro jakékoli v € V a a € T plati: Ov = a0 = 0.
Dikaz:
Ov=0v+0=0v+0v—-0v=(0+0)v—0v=0v—-0v=0
a0 =a0+0=2a0+ a0 — a0 =a(0+0)— a0 =a0 — a0 =0
Pozorovani: Pro libovolné v € V plati: (—1)v = —v.

Dikaz: (-1)v+v=(-1)v+1lv=(-14+1)v=0v=0
Pozorovani: Pokud av = 0, pak a =0 nebo v = 0.

Dtikaz: Pokud a # 0, pak v = 1v = a~tav = a 10 = 0.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Kolik vektord ma prostor Ctvercovych matic fadu 3 nad Z,?
f) 512,

2. Nulovy vektor 0,

c) je v kazdém aritmetickém vektorovém prostoru jiny,

3. lez

4. Jsou-li charakteristické funkce x4 a xB a ‘ 1 2 3
mnozin A a B dané nasledujici tabulkou, xa(a) |1 1 0
potom Fadek pro xa + xg méa vpravo: xg(a) |0 1 0

b) 100,



Komentar k reseni kvizu

1. Matice maji 9 prvkii, kazdy je bud 0 nebo 1. Existuje 2°
riznych matic, kazda je vektorem v uvedeném prostoru Zg“.

2. Rlzna télesa T a R maji rizné nulové prvky: 01 # Og.
Napt. nulovy prvek télesa R je redlné Cislo, ale nulovy prvek
télesa racionalnich funkci R(x) je konstantni nulova funkce.
Proto se lisi i nulové vektory (07,...,07) € T" a
(Og,...,0r) € R", i kdyZz maji stejnou délku n.

3. Napft. systém vSech podmnozin mnoziny ptirozenych Cisel N
je nekonecny vektorovy prostor nad kone¢nym télesem Zo.

4. Obor hodnot kazdé charakteristické funkce x je Zo,.
Charakteristické funkce proto s¢itame po slozkach nad Z;.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

> Které axiomy lze vyuzit pti praci ve vektorovych prostorech,
zapocitame-li i ty, které jsou v definici télesa a grupy?

P> Které operace nevic lze provadét s aritmetickymi vektory?

P> Které operace s polynomy jsou operace vektorového prostoru?

» Jak vyjadrite feSeni rovnice ax + u = v?
Z kterych axiom( vyplyva vzorec pro feseni?



