Téleso
Definice: Téleso je mnozina T spolu se dvéma komutativnimi
binarnimi operacemi + a -, kde (7.+) a jsou (Abelovské)
grupy a navicVa,b,c e T :a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
Jinymi slovy, museji byt splnény néasledujici axiomy:
» VabeT:a+b=b+a
» Va,b,ce T:(a+b)+c=a+(b+c)
» 0T VaeT :a+0=a
» Vac T3d—aeT:a+(—a)=0
>
>
> \O
>
» Va,b,ceT:a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Symbol souéinu - se ¢asto vynechavd a ma prednost pred +.



Ukazky
(Q,+,),(R,+,-),(C,+, ), stru¢né Q,R, C, jsou télesa.

p zbytkové t¥idy modulo prvocisio p jsou télesa (Z4 a Zg nejsou!)

4
+/0 1 2 3 45 6 101 2 3 456
0/0 1 2 3 456 0|0 00O OOOTG O
111 2 3 45 6 0 1/0 1 2 3 4 5 6
Zo: 212 3 45 6 01 2|0 2 4 6 1 35
' 3/13 456012 3]0 36 25 1 4
4145 6 01 2 3 410 4 1 526 3
5/56 01 2 3 4 5/0 5 3 1 6 4 2
6/6 01 2 3 45 60 6 5 4 3 2 1
Tyto binarni operace + a - splfiuji vS8echny axiomy.
Jmenovité opacné a inverzni prvky jsou:
a0 123456 a |0123 456
—-al0 6 5 4 3 21 all 145236

Mnozina {q( )} s polynomy p, g s redlnymi koeficienty tvofi
téleso R(x) redlnych racionalnich funkci.



Metavéta

Metavéta: VSechna doposud uvedena tvrzeni o soustavach rovnic,
maticich a vypoctech nad R jsou platna i v libovolném télese T.

Metadikaz: Predvedené dilkazy vyuzivaly z R jen axiomy télesa.

Ukéazka: Regeni soustavy Ax = b nad Z7:
P¥evedeme matici soustavy (A|b) do odstupriovaného tvaru:

12401 12401 12401
0124 |2|~(0124]|2~]0124|2]|=(Alb)
312110 02414 000010
Pokud posledni sloupec neobsahuje pivot, vyfesime A'’x = 0:
Xo = —4X,;—2x3 = 3X4+ 5x3
X1 = —A4Ax3—2x, = 3X3+5(3X4+573) = Xz

Nahradime volné promé&nné: x = p;(0,5,1,0)" + p»(1,3,0,1)"
Pri¢teme néjaké feseni A'x = b’, napt. (4,2,0,0)" a mame:
x = (4,2,0,0)T + p1(0,5,1,0)" + pp(1,3,0,1)7



Metavéta

Metavéta: VSechna doposud uvedena tvrzeni o soustavach rovnic,
maticich a vypoctech nad R jsou platna i v libovolném télese T.

Ukazka: Vypocet inverzni matice nad Zs:

1321100 1321100
(Ah)=1340[|010 ~10041210 ~
011(001 011]001
104|102 100|442
~1011](001 ~l010[211]=(1A")
001|340 0011340
Zkouska: Pozor: Geometricka interpretace miize byt jina!
4 4 2 VR tvoH Fedeni rovnice x; + 2xp = 2 primku,
AAT'=1 | 2.1 1 zatimco v Zs ma stejné rovnice jen 5 Fedeni.
340 betlioiad
132(100 N .
3401010 1
011|001 00 1 2~ x




Vlastnosti télesa

Protoze (T,+) a (T \ 0, ) jsou grupy, madme uz v télese dokazano:
» jednoznacnost prvki 0 a 1,
» jednoznatnost —a, a také jednoznalnost a~! pro a # 0,
» korektnost ekviv. Gprav: c =d < ac+ b= ad + b pro a # 0,
> tesitelnost rovnic: ax + b=c & x = C%ab pro a # 0.
Pozorovani: Pro kazdé a € T plati, ze 0a=0a (—1)a= —a.
Dikaz:
0a=0a+0=0a+(0a—0a)=(04+0)a—0a=0a—-0a=0
(-)a=(-1)a+0=(-1l)a+a—a=(-1)a+la—a
=(-14+1l)a—a=0a—a=0—a=-a
Pozorovani: Pokud ab = 0, pak a =0 nebo b = 0.

Dtikaz: Sporem, pokud by ab = 0 pro a, b # 0, pak 3a=1, b~ 1.
Pak 1 = aa bbbt = aba b1 =0a=1h~! =0, coz je spor.



Télesa z modularni aritmetiky

Véta: Z, je téleso, pravé kdyz je p prvocislo.

Duikaz: =: Pokud by p bylo slozené p = ab, pak ab =0 (mod p),
COZ je spor s pozorovanim.

<: Vétsina axiom0 plyne z vlastnosti + a - na Z, kromé existence
inverznich prvki a—!, protoZe Z nenf uzaviena na déleni. Cil:
Vac{l,...,p—1}3ate{l,...,p—1}:aa 1 =1 (mod p).
Necht f,: {1,....,p—1} = {1,...,p—1} t.Z. f(x) = (ax) mod p.
Hledané a~! spliiuje f,(a~1) = 1, &ili sta&i ukazat, ze 1 je v oboru
hodnot f,. Dokazeme dokonce, Ze f, je surjektivni (neboli ,na").

fi f f3 fa

i —] 1 1 1 1 1
2e o2 2 2 2 2 2
3e— 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

4eo— =04



Télesa z modularni aritmetiky

Véta: Z, je téleso, pravé kdyz je p prvocislo.

Duikaz: =: Pokud by p bylo slozené p = ab, pak ab =0 (mod p),
COZ je spor s pozorovanim.

<: Vétsina axiom0 plyne z vlastnosti + a - na Z, kromé existence
inverznich prvki a—!, protoZe Z nenf uzaviena na déleni. Cil:
Vac{l,...,p—1}3ate{l,...,p—1}:aa 1 =1 (mod p).
Necht f,: {1,....,p—1} = {1,...,p—1} t.Z. f(x) = (ax) mod p.
Hledané a~! spliiuje f,(a~1) = 1, &ili sta&i ukazat, ze 1 je v oboru
hodnot f,. Dokazeme dokonce, Ze f, je surjektivni (neboli ,na").
Protoze f, zobrazuje kone¢nou mnozinu na sebe samu, pak platf,
ze je surjektivni, pravé kdyz je prosté.

Pokud by pro spor f, nebylo prosté, pak 3b,c b.G.n.o. b > c t.z.
fa(b) = fa(c) = 0 = f4(b) — f2(c) = ab — ac = a(b — ¢) (mod p),
coZ je spor s tim, ze p je prvodislo, nebot a,b—c € {1,...,p—1}.



Galoisovo téleso

Véta: Téleso o velikosti n existuje pravé kdyz n je mocninou

prvocisla. Je jednoznaéné az na izomorfismus a znaéi se GF(n).
Ukézka: Téleso +]0 1 a b |0 1 a b
GF(4) = GF(22). 0/0 1 a b 0/0 00O
Pro T ={0,1, a, b} 111 0 b a 110 1 a b
definujeme scitani ala b 0 1 al0 a b 1
a soucin predpisem: b|b a 1 0 b|0 b 1 a

Tyto operace + a - spliuji vsechny axiomy.

Jiny pohled na stejné téleso: Vezméme za T vSechny polynomy
maximalniho stupné 1 s koeficienty v Z, napf. a=x, b =x + 1.
Soudin se provadi modulo polynom x? + x + 1.

+ | 0 1 x  x+1 - o 1 x  x+1
0 0 1 x x+1 0 0 0 0 0

1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 X x+1 1
x+1|x+1 X 1 0 x+1[0 x+1 1 X



Charakteristika télesa

Definice: V télese T, pokud 3ne N:1+1+---+1=0,
—_——

nx
pak nejmensi takové n je charakteristika télesa T.

Jinak ma téleso T charakteristiku 0. Znadi se char(T).
Ukazka: char(R) = 0 a char(Z,) = p.
Véta: Charakteristika télesa je vzdy prvocislo nebo 0.

Dikaz: Sporem, pokud by charakteristika byla slozend n = ab,
pak 0 =1+1+---+1=(1+1+---+1)(1+14---+1)#0,
—_———

nXx ax bx
nebot 14+1+---4+1#0al+1+---+1+#£0.
—— ——
ax bx

Pozorovani: V télesech charakteristiky 2 je kazdy prvek opacny sam
k sobé a odecitani |ze nahradit s¢itanim.
Dikaz:141=0 = —-1=1 = —a=a = a—b=a+0b.



Mala Fermatova véta

Véta: [Fermat 1640°, Leibnitz 1683, Euler 1736*
Pro prvotislo p a kazdé a € {1,...,p—1}: 2Pt

1 (mod p).

Dikaz: Zobrazeni f; : x — ax je
v Zp bijekci na {1,...,p —1}.

fi 3 fi fa

I —— 1 1 1 1 1
Qo2 2%222 2;232 2
o3 3 3 3 3 3
[ pa—} 4 4 4 4 4
fi(x) = 1x f(x) = 2x fa(x) = 3x

Proto v Z,, plati:

p—1 p—1 p—1 p—1
[1x=T1 600 =TT o= ] x
x=1 x=1 x=1 x=1

p—1

a po zkraceni [] x dostaneme 1 = aP~1. Pierre de Fermat
=1 1607 — 1665
Disledky: V Z, s prvociselnym p Obr. Wikipedie
jakékoli a splﬁuje aP = a. *bez diikazu, "nepublikovéno,
Nenulova a maji inverze a=! = aP~2. * bublikovano


https://cs.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat

Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Rozhodnéte, které z nasledujicich podmnozin R, resp. C tvori
téleso vzhledem k obvyklym operacim sc¢itani a nasobeni:
b) {a+ bv2:a,becQ}
c) {a+ biv2:a,becQ}
2. Pravda
Pokud jsou (R,+,-), (S,+,-) a (T,+,-) télesa,
kde RC T aSCT,potomje (RNS,+,-) také téleso.
(Na podmnozinach jsou + a - odvozené zizenim z (T, +,-).)
3. Kolik prvkil ze Z12 nema inverzi vzhledem k nasobeni?
f) 8
4. ReZenim rovnice ax + b = 1 na GF(4) je
b) x=1

5. lez



Komentar k reseni kvizu

1.

a) 1 neni raciondlni nasobek v/2, b) a c) tfeba ovéFit
uzavrenost na + a -, a také existenci inverzi, napr.:

(a+ bv2)(c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2, nebo

; -1 _ (a—biv2) _ _a __ __ b
(a+biv2)™t = (a+biv2)(a—biv2)  a*+2b2 32+2b2|\@
d)v2-vV3=v6¢{a+bv2+cyV3:a,b,ccQ}.

Kdyby v/6 = a+ bv/2+ ¢\/3, pak \/g(ﬁ—c):a+b\/§é3(2+c2—2\/§c):az+2b2+2\/§ab.
Z koeficientti u v/2 je ¢ = — 22 Pak 6 + # =22 +2b% = (s> —6)(b> —3) =0, spors a, b € Q.

Z jednoznacnosti 0 a1 v T plyne, ze 0,1 € RN S. Potom uz
stadi ovéfit existenci obou inverzi, napf. pro a € RNS mame
acERNaeS=-acRA-aeS=—-acRNS(iproal).
Nasobky 2 a 3 (prvoliselnych déliteld 12) maji p¥i déleni 12
zbytek délitelny 2 nebo 3. Jsou to ¢isla 0,2, 3,4,6,8,9 a 10.
Nasobky zbylych mohou dat 1: 12 =52 = 72 = 112 = 1 v Z15.

4. Z ax + b =1 vyjadfime: x = a (1 - b) =ata=1.

5. Napt. lg, Cili jednotkovd matice fadu 9, je regularni i v Zs.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Existuje néjaka struktura (S, +, ) splfiujici distributivni axiom,
kde (S,+) i (S,-) jsou grupy se stejnym neutralnim prvkem?
> Které axiomy z definice télesa byly vyuzity v diikazech tvrzeni:
» P¥icteni i-tého fadku k j-tému je ekvivalentni fadkova Gprava.

» Kazdé fesSeni soustavy lze ziskat zpétnou substituci.
» Hodnost matice je definovdna jednoznacné.

» Maticovy soudin je asociativni.

> A A=,

a které axiomy v téchto diikazech potfeba nebyly?
» Plati v télesech vztah a” - a" = a™*"?
Pokud ano, pro jaké mozné exponenty m a n?

» Méjme ¢tvercovou matici A s prvky z mnoziny {0,1,2}. Jak
se mlze ménit regularita A, pokud jeji obsah interpretujeme
nad riznymi télesy, jako napt. R, Q, Z3, Zs, apod.?



