Binarni operace
Definice: Binarni operace na mnoziné X je zobrazeni X x X — X.
Priklady: Na R jsou +, — a - binarni operace; zapis (R, +) apod.
Podil : je bindrni operaci na R\ 0, pfipadné& na R ale nikoli na R.

Formalné je podil na R zobrazeni R x (R\ 0) — R. Lze ho zuzit
na R\ 0 nebo na R™. Rozsifeni o déleni 0 m4 nesmysIné diisledky.

Na N jsou + a - binarni operace, ale — binarni operace na N neni.
Maticovy soucet je binarni operace na maticich stejného radu.
Soudin je bindrni operace na ctvercovych maticich stejného fadu.
(a, b) — a*> — b + 18 je binarni operace na R a Z, ale ne na N.

(a, b) — b je binarni operace na libovolné mnoziné.

(p,q) — r, kde Vx € R : r(x) = p(x) + q(x), je binarni operace na
mnoziné redlnych funkci R[x], piSeme r = p+ q.

Binarni operaci na konecné
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Grupa
Definice: Grupa (G, o) je mnozina G spolu s binarni operaci o na G
splnujici nasledujici axiomy:
» Va,b,ce G:(aob)oc=ao(boc)
. operace o je asociativni,
> Jec GVace G:aoce=eoca=a
. e se nazyva neutralni prvek,
> Vac Gdbe G:aob=boa=e

... b se nazyva inverzni prvek k prvku a, znaéime jej a~!

Pokud je navic operace o komutativni, t.j. Va,b € G :aob = boa,
potom se (G, o) nazyvd Abelovska grupa.

Ukazky: Nejmensi grupa je ({e},0), kde ece =e.
Pro G = {e, a, b} a o definovanou tabulkou
dostavame grupu (G, o), kde e je neutrélni prvek,
e je inverzni sdm k sobé, a prvky a a b jsou
navzajem inverzni. Tato grupa je Abelovska.

Fakt: Nejmensi neabelovskd grupa S3 ma 6 prvki.



Aditivni a multiplikativni grupy

Grupy (G, 0), kde o je odvozena od s¢itani se nazyvaji aditivni,
naptiklad (Z, +), (Q,+), (R, +), (C,+), (R[x],+), (R™*", +).
Tyto priklady jsou Abelovské. (N, +) neni grupa.

Na aditivnich grupach se neutralni prvek nazyva nulovy prvek
nebo nula a znadi se 0, 0, 0, , apod.

Inverznimu prvku se Casto fikd opacny a namisto a—* se znadi —a.
Lze zavést binarni operaci rozdil jako soucet s opacnym prvkem,
formélné: a — b = a+ (—b).
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Multiplikativni grupy maji o odvozenu od soudinu, napfiklad
abelovské (R\ {0},-), (Q*,-), ({-1,1},-)a ({z€ C: |z] =1},").
Regularni matice fadu n se soucinem tvori grupu, kterd ovsem
neni Abelovska. Neutralni prvek je I,. Inverzni prvek k A je A=1.

V multiplikativnich grupach se neutralni prvek nékdy znaci 1.
Podobné Ize definovat podi/ jako a: b= a-b~L.



Vlastnosti grup

Pozorovani: Neutralni prvek je jednoznaéné urcen.

Diikaz: Pokud by e a ¢’ byly oba neutrdlni, pak e = eo &’ = €.
Pozorovani: Kazdé a jednozna¢né urluje sviij inverzni prvek a1
Diikaz: Pokud by b a b’ byly oba inverzni k a, pak
b=boe=bo(aob)=(boa)ob =eob =}

Pozorovani: Ekvivalentni Gpravy jsou:

a=b & aoc=boc & coa=cob

Dikaz: = triv., <: a=aoe=aococ I =bococ l=hoe=b

Pozorovani: Rovnice aox = b a y o a = b maji jednoznaéné feseni.
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Dikaz: x = eox =a loaox =a lob; analogicky y = boa L.

Cvigeni: Dokazte sami: (a=1)"t' =a, (aob)t=b"1loa™l,

aZb = al#bLl



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Které z logickych operaci tvofi grupu na mnoziné {0,1}7

e) &
2. lez

Pro n € N necht 8" =aoao--roaaa " 1 -1 -1
——

=3 “o0oa o:--+04

nx nXx

3. Ktera z néasledujicich pravidel plati pro a,b € G, m,n € N
ve vsech grupach a ktera nikoli?

a) a™t" = aMoa" c)(a")t=a"
4. Pokud a” = b, kolik je a2n?

d) bob



Komentar k reseni kvizu

1. Operace — neni binarni; A, V nemaji inverzni prvky;
= nema uZ ani neutralni prvek;
< neutralni prvek je 1 a oba prvky jsou samy sobé inverzni.

Nap¥. ao b = 22*P je komutativni, ale nikoli asociativni.

3.a)@oao---03=3030-::0303030---03

(m+n)x mx nx
b) plati jen pro komutativni operace, obecné nikoli
(aob)" =aoboao---ob#ao---0a0bo---ob=a"ob"

sttidavé nxa, nxb nx nx
C) aNog " = anfl ° aoafl o alfn _ an—1 oeo al—n —
—_——— —/ ——
an a—n
anfloalfn:an72032fn: __.:aoaflze_

4, 32" = 30---0a=4g0---03030--r0a=a"0a"=hob.
—_——
2nx nx nx
Zatimco b o b = b?, neméa vyraz 2b v grupé s operaci o smysl.



Otazky k porozuméni tématu prednasky
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V literatute byvaji nékdy uvadény tzv axiomy vzavienosti,
napf. Va,b € G: ao b € G. Pro¢ tyto axiomy neuvadime?

Lze axiom o existenci inverzniho prvku zkratit na

Vae Gdbe G:aob=eavztah bo a= e z néj odvodit
podobné jako ve tvrzeni o inverzni matici?

Lze stejné zjednodusit axiom o neutralnim prvku?

Které vlastnosti binarnich operaci zarucuji korektnost
ekvivalentnich Gprav rovnic na grupé?



