
Regulárńı, singulárńı a inverzńı matice
Definice: Pokud pro A ∈ Rn×n existuje B ∈ Rn×n taková, že
AB = In, pak se B nazývá inverzńı matice a znač́ı se A−1.
Pokud má A inverzi, pak se nazývá regulárńı, jinak je singulárńı.
Věta: Pro A ∈ Rn×n jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:

1. A je regulárńı, tj. ∃B ∈ Rn×n : AB = In.
2. rank(A) = n.
3. A ∼∼ In.
4. Soustava Ax = 0 má pouze triviálńı řešeńı x = 0.

Důkaz: 2. ⇔ 4. již bylo ukázáno.
2. ⇒ 3. z Gaussovy-Jordanovy eliminace, 2. ⇐ 3. In je v REF.
2. ⇒ 1. Označme In = (e1| . . . |en). Pro i = 1, . . . , n uvažme
soustavy Axi = ei . Z rank(A) = n dostaneme B = (x1| . . . |xn).
1. ⇒ 2. Pokud rank(A) < n, pak pro některé i může být i-tý řádek
A eliminován ostatńımi řádky, Axi = ei tedy nemá žádné řešeńı,
protože jedinou 1 v ei nelze eliminovat nulami.



Ukázka
A =

1 3 2
3 4 0
0 1 1

III

II−3I

∼

1 3 2
0 1 1
0 5 6


−5II

∼

1 0 −1
0 1 1
0 0 1

+III

−III∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Ze ťret́ı matice v REF vid́ıme, že rank(A) = 3, tud́ıž je A regulárńı.
Soustava Ax1 = e1 má řešeńı1 3 2 1

3 4 0 0
0 1 1 0

 ∼∼

1 0 0 4
0 1 0 −3
0 0 1 3

 x1 =

 4
−3
3


Podobně soustavy Ax2 = e2 a Ax3 = e3 maj́ı řešeńı
x2 = (−1, 1, −1)T a x3 = (−8, 6, −5)T.
Z nich sestav́ıme inverzńı matici: A−1 =

 4 −1 −8
−3 1 6
3 −1 −5


A′ =

1 3 2
3 3 0
0 1 1

 II

III

I− 1
3 II−2III

∼

3 3 0
0 1 1
0 0 0

 rank(A′) = 2 ⇒
A′ je singulárńı.

Soustava A′x1 = e1
nemá řešeńı ⇒
(A′)−1 neexistuje

1 3 2 1
3 3 0 0
0 1 1 0

 II

III

I− 1
3 II−2III

∼

3 3 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1





Vlastnosti inverzńı matice

Důsledek: Existuje-li inverzńı matice A−1, pak je jednoznačná.

Důsledek: Pro regulárńı A, B plat́ı: A = B ⇔ A−1 = B−1.
(Čili invertováńı regulárńıch matic je ekvivalentńı úprava rovnic.)

Věta: Inverzńı matice splňuje: A−1A = I.

Důkaz: Nejprve ukážeme, že A−1 je regulárńı:
Pokud A−1x = 0 má řešeńı, pak x = Ix = AA−1x = A0 = 0.
Existuje tedy (A−1)−1 a dostáváme:
A−1A = A−1AI = (A−1A)(A−1(A−1)−1) =
A−1(AA−1)(A−1)−1 = A−1I(A−1)−1 = A−1(A−1)−1 = I

Důsledek: Pokud čtvercové matice splňuj́ı BA = I, pak A−1 = B.

Důkaz: BA = I ⇒ AB = I ⇒ A−1 = B



Výpočet inverzńı matice
▶ Z (A|I) Gaussovou-Jordanovou eliminaćı spoč́ıtáme (I|B).
▶ Pokud tento proces selže, pak A je singulárńı.
▶ Označme E1, . . . , Ek elementárńı matice použitých

elementárńıch úprav. Pak levá strana (A|I) ∼∼ (I|B)
dává Ek · · · E1A = I, pravá strana dává Ek · · · E1I = B.
Proto BA = I a tedy A−1 = B.

▶ Sloupce matice B jsou ve skutečnosti řešeńı soustav Axi = ei .
Ukázka:

(A|I) =

1 3 2 1 0 0
3 4 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 III

3I−II

∼

1 3 2 1 0 0
0 1 1 0 0 1
0 5 6 3 −1 0


−5II

∼

1 0 −1 1 0 −3
0 1 1 0 0 1
0 0 1 3 −1 −5

+III

−III∼

1 0 0 4 −1 −8
0 1 0 −3 1 6
0 0 1 3 −1 −5

 = (I|A−1)

Zkouška:

1 3 2
3 4 0
0 1 1

 4 −1 −8
−3 1 6
3 −1 −5

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1





Vlastnosti regulárńıch matic

Pozorováńı: Pokud je R regulárńı, pak:
A = B ⇐⇒ AR = BR ⇐⇒ RA = RB ⇍⇒ AR = RB

Důkaz: ⇒ triviálně, ⇐: A = AI = ARR−1 = BRR−1 = BI = B.
Důkaz druhé ekvivalence je analogický.

Tvrzeńı: Regulárńı matice A, B stejného řádu splňuj́ı:
▶ (A−1)−1 = A
▶ AB je regulárńı

▶ (AB)−1 = B−1A−1

▶ (AT)−1 = (A−1)T

Důkaz: (A−1)−1 = (A−1)−1I = (A−1)−1A−1A = IA = A.
Zbývaj́ıćı body si dokažte sami podobným způsobem.



Maticové rovnice
Pozorováńı: Pro matice shodných či vhodných typů plat́ı:

A + X = B ⇔ X = B − A = B + (−1)A,
pro t ̸= 0: tX = B ⇔ X = 1

t B,
pro regulárńı A: AX = B ⇔ X = A−1B,
pro regulárńı A: XA = B ⇔ X = BA−1.
Pozor, součiny A−1B a BA−1 se mohou lǐsit.
Ukázka:

Rovnice
(

9 2
4 1

)
X =

(
3 −1
6 −2

)
a Y

(
9 2
4 1

)
=
(

3 −1
6 −2

)

maj́ı r̊uzná řešeńı X =
(

−9 3
42 −14

)
a Y =

(
7 −15
14 −30

)

Zkouška:

−9 3
42 −14

9 2
4 1

3 −1
6 −2

9 2
4 1

7 −15
14 −30

3 −1
6 −2



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Množina řešeńı soustavy Ax = 0 se singulárńı čtvercovou A je

a) ∅ b) {0} c) neprázdná konečná d) nekonečná
2. Pravda nebo lež?

Pro A ̸= I neexistuje matice B ̸= A, aby platilo AB = BA.
3. Která z následuj́ıćıch pravidel plat́ı, maj́ı-li výrazy smysl?

a) (tA)−1 = tA−1 pro t ̸= 0 b) (ATBT)−1 = (A−1B−1)T
c) ((A−1)T)−1 = AT d) A + I = (A2 − I)(A − I)−1

4. Je-li A ∈ Rm×n obdélńıková, pak rovnice AX = Im:
a) nemá nikdy řešeńı,
b) může, ale nemuśı ḿıt řešeńı, jen je-li m < n,
c) má řešeńı, kdykoli je m < n,
d) může, ale nemuśı ḿıt řešeńı, jen je-li m > n,
e) má řešeńı, kdykoli je m > n.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Čtvercová singulárńı matice má menš́ı hodnost než je počet
jej́ıch sloupc̊u, čili má alespoň jednu volnou proměnnou a ta
může nabývat nekonečně mnoha r̊uzných hodnot.

2. Pro čtvercovou A je možné zvolit B = I stejného řádu jako A.
3. a) správně má být (tA)−1 = 1

t A−1,
b) vyplývá z pravidel o inverzi a transpozici součinu:
(ATBT)−1 = (BT)−1(AT)−1 = (B−1)T(A−1)T = (A−1B−1)T,
c) invertováńım obou stran dostaneme (A−1)T = (AT)−1,
d) součinem s A − I zprava (A + I)(A − I) = A2 − AI + IA − I2.

4. Plat́ı, že rank(AX) ≤ rank A ≤ min{m, n}, a má-li dosahovat
m = rank Im, je nutně m < n. Ani nyńı nemuśı ḿıt soustava
řešeńı, nap̌r. když rank A < m, mj. pro nulovou matici.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Při kterých operaćıch s maticemi se zachovávaj́ı vlastnosti

”být regulárńı“ a ”být singulárńı“?
▶ Lze metodou z p̌rednášky vy̌rešit všechny lineárńı rovnice

s jednou neznámou X , vyskytuje-li se X ve v́ıce členech?
Lineárńı zde znamená, že v rovnici lze použ́ıt součet, rozd́ıl,
násobek i součin s konstantńımi maticemi, ale nelze mocnit X .


