Regularni, singularni a inverzni matice

Definice: Pokud pro A € R"*" existuje B € R™" takova, ze
AB = |,,, pak se B nazyva inverzni matice a zna&i se A™L.
Pokud ma A inverzi, pak se nazyva regularni, jinak je singularni.
Véta: Pro A € R™" jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. A je regularni, tj. 3B € R"™*": AB = 1,,.

2. rank(A) = n.

3. A~~~y

4. Soustava Ax = 0 ma pouze trivialni feSeni x = 0.
Dikaz: 2. < 4. jiz bylo ukazano.
2. = 3. z Gaussovy-Jordanovy eliminace, 2. <= 3. I, je v REF.
2. = 1. Oznaéme |, = (e1]...|e,). Proi=1,...,n uvazme
soustavy Ax; = e;. Z rank(A) = n dostaneme B = (x1|...|xs).
1. = 2. Pokud rank(A) < n, pak pro nékteré i mize byt i-ty radek
A eliminovén ostatnimi radky, Ax; = e; tedy nema zadné reseni,
protoZe jedinou 1 v e; nelze eliminovat nulami.



1 3 2 1 3 2 1 0 -1 1 0 O
A:(3 4 0) N(O 1 1)~ 01 1 N(O 1 0)
0 1 1 0 5 6 0 0 1 0 0 1
Ze tfeti matice v REF vidime, Ze rank(A) = 3, tudiz je A regularni.
Soustava Ax; = e; maé fedeni
1 3 2 1 1 0 0 4 4
3 40 O ~~(0 1 0 | -3 x1=1|-3
0 1 1 0 0 01 3 3
Podobné soustavy Ax, = e, a Ax3 = e3 maji reseni
xo=(-1,1,-1)T a x3 = (8,6, -5)T. 4 1 s
Z nich sestavime inverzni matici: A !=[-3 1 6
1 3 2 330 3ob
A=1[330 ~ (o 1 1) rank(A') =2 =
01 1 0 0 0/ A jesingularni.
Soustava A'x; = e 13 211 3301 0
nema feSeni = 33 010 ~10 1 1 0
(A)~1 neexistuje 01 1]0 000] 1



Vlastnosti inverzni matice

Diisledek: Existuje-li inverzni matice A~!, pak je jednoznalna.
Diisledek: Pro regularni A, B plati: A= B < A~! = B,

(Cili invertovani regularnich matic je ekvivalentni dGprava rovnic.)
Véta: Inverzni matice spliiuje: A"*A = 1.

Dtikaz: Nejprve ukazeme, 7e A~! je regularni:

Pokud A—1x = 0 m4 ¥eeni, pak x = Ix = AA1x = A0 = 0.
Existuje tedy (A~1)~! a dostavame:

A 1A=A1Al= (A‘lA)(A_l(A_l)_l) =
A—I(AA—I)(A—I)—I — A—ll(A—l)—l — A—l(A—l)—l =1

Diisledek: Pokud &tvercové matice spliuji BA = I, pak A~! = B.
Dikazz BA=1 = AB=1 = A'1=8B



Vypocet inverzni matice

» Z (AJl) Gaussovou-Jordanovou eliminaci spocitame (1| B).

» Pokud tento proces selze, pak A je singularni.

» Oznalme Ei, ..., E; elementarni matice pouzitych
elementarnich dprav. Pak leva strana (A[l) ~~ (1| B)
dava E, --- E;A = |, prava strana dava E, --- E;l = B.
Proto BA=1atedy A™! = B.

» Sloupce matice B jsou ve skutecnosti feSeni soustav Ax; = e;.

Ukdzka: 1 3 5 11 0 0 1321 00
(Ah=(3 400 10| ~f011]0 01|~
01 1[001 0563 -10

10 -1]1 0 -3 1 00| 4 -1 -8
01 1[0 0 1] ~|010]|-3 1 6|=>1A"
00 1|3 -1 -5 001| 3 -1 -5
132\ /4 -1 -8 100
Zkoudka: [3 4 0| [-3 1 6 |=(0 1 0
01 1/\3 -1 -5 001



Vlastnosti regularnich matic

Pozorovani: Pokud je R regularni, pak:
A=B — AR=BR <— RA=RB

Diikaz: = trivialng, <: A= Al= ARR™! = BRR™! = Bl = B.
Dakaz druhé ekvivalence je analogicky.
Tvrzeni: Regularni matice A, B stejného fadu splnuji:
> (A1) l=A > (AB)'1=B"1'A"!
» AB je regularni > (AT l=(A 1T
Dikaz: (A ) t=(A ) lI=(AH)lala=1A=A

Zbyvajici body si dokazte sami podobnym zplsobem.



Maticové rovnice
Pozorovani: Pro matice shodnych ¢&i vhodnych typi plati:
A+ X=B & X=B-A=B+(-1)A,
pro t # 0: tX=8B & X:%B,
pro regularni A: AX =B & X=A1B,
pro regularni A: XA =B & X=BAl
Pozor, soudiny A 1B a BA! se mohou lidit.

Ukazka:

. 9 2 3 -1 9 2
Rovnice (4 1>X—<6 _2> a Y<4 1>

e vy (793 _ (7
maji rizna feSeni X<42 _14> a Y<14 —30)

Il
N
D W
[
N =
~

-9 3 9 2

- 42 —14 4 1
Zkouska: 9 2] 3 -1 7 —15| 3 —1
4 1] 6 -2 14 —30| 6 -2



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Mnozina feseni soustavy Ax = 0 se singularni ¢tvercovou A je
d) nekoneéna

2. lez

3. Ktera z nasledujicich pravidel plati, maji-li vyrazy smysl?
b) (ATBT)fl — (Afl Bfl)T
o) (A H)T)1=AT d)A+1=(A-D(A-1)1
4. Je-li A € R™*" obdélnikova, pak rovnice AX = I:

b) mize, ale nemusi mit ¥eSeni, jen je-li m < n,



Komentar k reseni kvizu

1. Ctvercova singularni matice ma mensi hodnost nez je pocet
jejich sloupci, cili ma alespon jednu volnou proménnou a ta
muze nabyvat nekonecné mnoha riznych hodnot.

2. Pro Ctvercovou A je mozné zvolit B = | stejného fadu jako A.

3. a) spravné ma byt (tA)~t = 1AL,

b) vyplyva z pravidel o inverzi a transpozici souéinu:

(ATBT)—l — (BT)—l(AT)—l — (B—l)T(A—l)T — (A_lB_l)T,

c) invertovanim obou stran dostaneme (A~1)T = (AT)~1,

d) soutinem s A— 1 zprava (A+1)(A—1) = A2 — Al +1A—I°.
4. Plati, Zze rank(AX) < rank A < min{m, n}, a ma-li dosahovat

m = rank I, je nutné m < n. Ani nyni nemusi mit soustava

reseni, napr. kdyz rank A < m, mj. pro nulovou matici.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

P> PYi kterych operacich s maticemi se zachovavaji vlastnosti
byt regularni* a byt singularni*?

» Lze metodou z prednasky vyresit vSechny linedrni rovnice
s jednou neznamou X, vyskytuje-li se X ve vice ¢lenech?
Linedrni zde znamena, Ze v rovnici lze pouzit soucet, rozdil,
nasobek i soucin s konstantnimi maticemi, ale nelze mocnit X.



