
Operace s maticemi
Definice: Pro libovolné m, n ∈ N definujeme nulovou matici
0m,n ∈ Rm×n takovou, že splňuje ∀i , j : (0m,n)ij = 0.
Pro n ∈ N je jednotková matice In ∈ Rn×n definována vztahy
(In)ij = 1, právě když i = j ; a jinak (In)ij = 0. Znač. též jen 0, I.
Hlavńı diagonálu čtvercové matice A tvǒŕı prvky aii .
Ukázka:

02,3 =
(

0 0 0
0 0 0

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Definice: Transponovaná matice k matici A ∈ Rm×n

je matice AT ∈ Rn×m splňuj́ıćı (AT)ij = aji .
Čtvercová A je symetrická, pokud AT = A, tj. (AT)ij = aji = aij .

Ukázka:
Transponovaná matice k A =

(
1 2 3
4 5 6

)
je AT =

1 4
2 5
3 6

.

Matice A =
(

−3 7
7 0

)
je symetrická, protože splňuje A = AT.



Operace s maticemi

Definice:
Součet matic A, B ∈ Rm×n je matice (A + B) ∈ Rm×n definovaná

(A + B)ij = aij + bij .

Ukázka:(
1 2 3
4 5 6

)
+
(

7 0 −2
1 −5 1

)
=
(

1 + 7 2 + 0 3 − 2
4 + 1 5 − 5 6 + 1

)
=
(

8 2 1
5 0 7

)

Definice:
Pro t ∈ R je t-násobek A ∈ Rm×n matice (tA) ∈ Rm×n splňuj́ıćı

(tA)ij = taij .
Ukázka:

3
(

1 2 3
4 5 6

)
=
(

3 · 1 3 · 2 3 · 3
3 · 4 3 · 5 3 · 6

)
=
(

3 6 9
12 15 18

)



Součin matic

Definice:
Pro A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×p je součin (AB) ∈ Rm×p definován

(AB)ij =
n∑

k=1
aikbkj .

Ukázka:

Pro A =

1 2 4 0
0 0 1 3
3 1 2 0

 a B =


1 2
0 3
2 0
0 1

 dostaneme AB =

9 8
2 3
7 9

.

Mnemotechnicky:

B
A AB

1 2
0 3
2 0
0 1

1 2 4 0
0 0 1 3
3 1 2 0

9 8
2 3
7 9

1 .
0 .
2 .
0 .

. . . .

. . . .
3 1 2 0

. .

. .
7 .

3 · 1 + 1 · 0 + 2 · 2 + 0 · 0 = 7

Pozorováńı: Maticový součin AB pro A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×p

vyžaduje mnp násobeńı a m(n − 1)p sč́ıtáńı, čili celkem
mnp + m(n − 1)p = 2mnp − mp ≈ mnp aritmetických operaćı.

Symbol ≈ čteme ”asymptoticky“ nebo ”p̌ribližně“ a ze součtu
ponechá jen nejvěťśı člen(y) bez multiplikativńı konstanty.

Upozorněńı: U matic maj́ı násobek a součin r̊uzný význam!

Maticový součin použ́ıváme v zápisu soustav Ax = b,
kde vektor x bereme jako matici s jedńım sloupcem.
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Dokažte nebo vy̌rešte sami

Tvrzeńı: Jsou-li výsledky operaćı definovány, pak:
(A + B) + C = A + (B + C)
A + 0 = A
s(tA) = (st)A
(A + B)T = AT + BT

(AT)T = A

A + B = B + A
∃!B : A + B = A
(s + t)A = sA + tA
(tA)T = tAT

Důkaz: ((AT)T)ij = (AT)ji = aij
Najděte čtvercové matice A a B takové, že AB ̸= BA.
Ukažte, že matice AAT je symetrická pro libovolné A.
Ukažte, že pro libovolné A ∈ Rm×n plat́ı, že ImA = AIn = A.
Odvod’te následuj́ıćı pravidla pro součiny blokových matic.(
A1 A2

)(B1
B2

)
= A1B1 + A2B2 Tip: rozdělte sumu na dvě.(

A1 A2
A3 A4

)(
B1 B2
B3 B4

)
=
(

A1B1 + A2B3 A1B2 + A2B4
A3B1 + A4B3 A3B2 + A4B4

)



Tvrzeńı: Jsou-li výsledky operaćı definovány, pak:
1. (AB)T = BTAT

2. (AB)C = A(BC)
3. (A + B)C = AC + BC
4. A(B + C) = AB + AC

Důkaz:
1. A je typu m × n ⇒ B je typu n × p
((AB)T)ij = (AB)ji =

n∑
k=1

ajkbki =

=
n∑

k=1
bkiajk =

n∑
k=1

(BT)ik(AT)kj = (BTAT)ij

2. A je typu m × n ⇒ B je typu n × p ⇒ C je typu p × q
((AB)C)ij =

p∑
k=1

(AB)ikckj =
p∑

k=1

( n∑
l=1

ailblk

)
ckj =

=
p∑

k=1

n∑
l=1

ailblkckj =
n∑

l=1

p∑
k=1

ailblkckj =

=
n∑

l=1
ail

( p∑
k=1

blkckj

)
=

n∑
l=1

ail(BC)lj = (A(BC))ij



Tvrzeńı: Jsou-li výsledky operaćı definovány, pak:
1. (AB)T = BTAT

2. (AB)C = A(BC)
3. (A + B)C = AC + BC
4. A(B + C) = AB + AC

3. A ∈ Rm×n ⇒ B ∈ Rm×n, C ∈ Rn×p

((A + B)C)ij =
n∑

k=1
(A + B)ikckj =

n∑
k=1

(aik + bik)ckj =

=
n∑

k=1
(aikckj + bikckj) =

n∑
k=1

aikckj +
n∑

k=1
bikckj =

= (AC)ij + (BC)ij = (AC + BC)ij

4. A ∈ Rm×n ⇒ B, C ∈ Rn×p

(A(B + C))ij =
n∑

k=1
aik(B + C)kj =

n∑
k=1

aik(bkj + ckj) =

=
n∑

k=1
(aikbkj + aikckj) =

n∑
k=1

aikbkj +
n∑

k=1
aikckj =

= (AB)ij + (AC)ij = (AB + AC)ij



Ukázka k důkazu asociativity součinu

((AB)C)ij =
p∑

k=1
(AB)ikckj =

p∑
k=1

( n∑
l=1

ailblk

)
ckj =

=
p∑

k=1

n∑
l=1

ailblkckj =
n∑

l=1

p∑
k=1

ailblkckj =

=
n∑

l=1
ail

( p∑
k=1

blkckj

)
=

n∑
l=1

ail(BC)lj = (A(BC))ij

m = q = i = j = 1, n = p = 2 :

0 1 6
2 3 7

4 5 10 19 193

6
7

0 1 7
2 3 33
4 5 193

193 = 10 · 6 + 19 · 7 = (4 · 0 + 5 · 2) · 6 + (4 · 1 + 5 · 3) · 7 =
(4·0·6+5·2·6)+(4·1·7+5·3·7) = (4·0·6+4·1·7)+(5·2·6+5·3·7) =
4 · (0 · 6 + 1 · 7) + 5 · (2 · 6 + 3 · 7) = 4 · 7 + 5 · 33 = 193



Efektivita výpočtu součinu
A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×q : (AB)C = A(BC)

B C
A AB (AB)C

AB ≈ mnp aritmetických operaćı,
(AB)C ≈ mpq operaćı,
celkem ≈ mp(n + q) operaćı.

C
B BC
A A(BC)

BC ≈ npq operaćı,
A(BC) ≈ mnq operaćı,
celkem ≈ nq(m + p) operaćı.

Pro m ≪ n, p, q, máme mp(n + q) ≪ nq(m + p).
4

2 −3 3 1
−1 2 −1 −1

1 2 0 1 1 0
−2 −4 0 −2 −2 0

4
1

−1
2 −3 3 2

−1 2 −1 −1
1 2 0

−2 −4 0
Prvńı způsob má v́ıce mezihodnot než druhý.
I když je konečný výsledek v obou směrech stejný, vhodné pǒrad́ı
d́ılč́ıch součinů může ovlivnit celkovou výpočetńı náročnost.



Elementárńı matice
Pozorováńı: Necht’ B je matice źıskaná z A pomoćı:
▶ vynásobeńı i-tého řádku t ̸= 0. Potom B = EA, kde eii = t,

ekk = 1 pro k ̸= i a ekl = 0 za k ̸= l .
▶ p̌ričteńı j-tého řádku k i-tému. Potom B = EA, kde eij = 1,

ekk = 1, pro všechny k a ekl = 0 pro i ̸= k ̸= l ̸= j .

Tyto matice E se nazývaj́ı
elementárńı matice.

Ukázka:

3 6 . . . a1k
7 1 . . . a2k i = 2
2 4 . . . a3k
5 3 . . . a4k j = 4

1 0 0 0 3 6 . . . a1k
0 4 0 0 28 4 . . . 4·a2k t = 4
0 0 1 0 2 4 . . . a3k
0 0 0 1 5 3 . . . a4k

1 0 0 0 3 6 . . . a1k
0 1 0 1 12 4 . . . a2k + a4k
0 0 1 0 2 4 . . . a3k
0 0 0 1 5 3 . . . a4k



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Kolik artitmetických operaćı je ťreba pro výpočet součinu

matic typu 3 × 4 a 4 × 2? a) 18 součt̊u a 18 součinů,
b) 24× + a 18× · , c) 18× + a 24× · , d) 24× + a 24× ·.

2. Která z následuj́ıćıch pravidel plat́ı, maj́ı-li výrazy smysl?
a) (AT + B)T = A + BT, b) (AT B)T = ABT,
c) tA + tB = t(A + B), d) (tA)B = A(tB),
e) (A + B)TCT = (CB)T + (CA)T, f) ATI = IAT.

3. Pravda nebo lež?
Pro čtvercovou matici A je matice A + AT vždy symetrická.

4. Odpov́ıdaj́ı-li matice E a E ′ vzájemně inverzńım řádkovým
úpravám (nap̌r. p̌ričteńı a odečteńı t-násobku), potom plat́ı:
a) E + E ′ = 0, b) E − E ′ = 0, c) EE ′ = 0, d) EE ′ = I.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Součin má 6 prvk̊u a pro každý je ťreba vynásobit 4 dvojice
č́ısel a tyto 4 součiny seč́ıst pomoćı 3 součt̊u.

2. Porovnáme výrazy odpov́ıdaj́ıćım prvk̊um matic na levých
a na pravých stranách, nap̌r. ((AT + B)T)ij = (AT + B)ji =
(AT)ji + bji = aij + bji = aij + (BT)ij = (A + BT)ij .
U b) má být správně (AT B)T = BTA.

3. (A + AT)ij = aij + (AT)ij = aij + aji .
Stejný výraz dostaneme i pro ”symetrický“ prvek (A + AT)ji

4. Protože jde o inverzńı úpravy, je EE ′A = A = IA.
Alternativně stač́ı ově̌rit vztahy pro elementárńı úpravy součtu

a t-násobku. Nap̌r.:
(

t 0
0 1

)(
1
t 0
0 1

)
=
(

1 0
0 1

)



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Která z tvrzeńı pro poč́ıtáńı s maticemi by p̌restala platit,
pokud by součin jednotlivých č́ısel nebyl komutativńı?

▶ Která by p̌restala platit, pokud by součet nebyl komutativńı?
▶ Jaké jsou p̌redpoklady pro velikosti blok̊u v pravidlech pro

součin blokových matic?
▶ Jak vypadaj́ı elementárńı matice pro zbývaj́ıćı elementárńı

operace: p̌ričteńı t-násobku i-tého řádku k j-tému a pro
záměnu dvou řádk̊u?

▶ Co dává součin s elementárńı matićı zprava, neboli AE?


