Operace s maticemi

Definice: Pro libovolné m, n € N definujeme nulovou matici
Om,n € R™*" takovou, Ze spliiuje Vi,  : (Om,n)ij = 0.

Pro n € N je jednotkova matice |, € R™" definovana vztahy
(In)jj = 1, pravé kdyz i = j; a jinak (I,); = 0. Znac. téz jen O, I.
Hlavni diagonalu ¢tvercové matice A tvori prvky aj;.

Ukazka: 100

02,3—(8 8 8) I3=(0 1 0
0 0 1

Definice: Transponovana matice k matici A € R™*"
je matice AT € R™™ spliujici (AT); = aj;.

Ctvercova A je symetricks, pokud AT = A, tj. (AT = aji = a;.

Ukazka: 1 2 3 1 4
Transponovana matice k A = jeAT =12 5
4 5 6 3 6

Matice A = ( 7

g) je symetricka, protoze spliiuje A = AT,



Operace s maticemi

Definice:
Soucet matic A, B € R™*" je matice (A + B) € R™*" definovana

(A + B),-j = ajj + b,‘j.
Ukazka:

123+70—2_1—|—72+03—2_821
4 5 6 1-5 1) \441 5-5 64+1)  \56 0 7

Definice:
Pro t € R je t-nasobek A € R™*" matice (tA) € R™*" spliiujici

(tA),'j = tajj.

3.2 3.3\ _ (3 6 9
3.5 3.6) \12 15 18

Ukazka:



Soudin matic

Definice:
Pro A€ R™*" a B € R"*P je soucin (AB) € R™*P definovan

(AB),J = Z a,-kbkj.
k=1

Ukazka:

1 2 40 (1) 5 9 8
PoA=|0 0 1 3|aB= 2 0 dostaneme AB= |2 3
31 20 0 1 79
1 2 1
Mnemotechnicky: 0 3 0
2 0 2
B 01 0

A | AB 1 2 4 0]9 8
0 01 3|2 3 B
31 20|79 31 2 0|7

3.141-042:240-0=7



Soudin matic

Definice:
Pro A€ R™*" a B € R"*P je soucin (AB) € R™*P definovan

(AB),J = kzl a,-kbkj.

Pozorovani: Maticovy souéin AB pro A € R™*" 3 B € R"™*P
vyzaduje mnp nasobeni a m(n — 1)p scitani, Cili celkem

mnp + m(n— 1)p = 2mnp — mp =~ mnp aritmetickych operaci.
Symbol = ¢teme ,asymptoticky” nebo ,pFiblizné" a ze souctu
ponechd jen nejvétsi Clen(y) bez multiplikativni konstanty.

Upozornéni: U matic maji nasobek a soucin rlizny vyznam!

Maticovy soulin pouzividme v zapisu soustav Ax = b,
kde vektor x bereme jako matici s jednim sloupcem.



Dokazte nebo vyreste sami

Tvrzeni: Jsou-li vysledky operaci definovany, pak:
(A+B)+C=A+(B+C) A+B=B+A

A+0=A JdB:A+B=A
s(tA) = (st)A (s+t)A=sA+tA
(A+B) = AT + BT (tA)" = tAT

(AT =A

Najdéte ¢tvercové matice A a B takové, ze AB # BA.
UkaZte, 7e matice AAT je symetricka pro libovolné A.
Ukazte, ze pro libovolné A € R™*" plati, ze 1,,A = Al, = A.

Odvod'te nasledujici pravidla pro souéiny blokovych matic.

(a1 4) g; = A\B; + A,B,

A1 A2\ (Br B2\ _ (AiB1+A2Bs A1B> + ABy
A; A/ \Bs By A3B; + A4B3 A3B> + AyBy



Tvrzeni: Jsou-li vysledky operaci definovany, pak:

1. (AB)T = BTAT 3.(A+ B)C = AC + BC
2. (AB)C = A(BC) 4. A(BB+C)=AB+ AC
Dikaz:

1. Ajetypumxn= Bjetypunxp
((AB)");; = (AB)j; = kgl ajibii =

1 briajk = kzl(BT)fk(AT)kj = (BTAT);

M=

k

2. AJetypumxniBJetypunxp:>CJetypup><q
(AB)C); = ¥ (AB)ucy = ¥ (% aubu) cy =

=1 k=1
P n
= > Y aibicy = Z Z ajlbici =
k=1i=1
= /21 ajl <k21 b/kaj> = /; ai(BC); = (A(BC));



Tvrzeni: Jsou-li vysledky operaci definovany, pak:
1. (AB)T =BTAT 3. (A+B)C=AC + BC
2. (AB)C = A(BC) 4. A(B+ C)=AB+ AC

3. Ac R™" = B e R™" C e R™P
(A+B)C); = kZ (A+ B)ikci; = > (aik + bix)cij =

n

kE (alka_/ + bIka_]) Z ik Ckj + Z blkck_]
= (AC); (BC),J—(AC+BC),J
4. Ac R™" = B C c R"™P

AB+ )y = 3= au(B-+ C)ig = 3= aulby +ciy) =

/\

n
= > (aibij + aikcyj) = Z ajkbyj + Z ajkChj =
k=1

= (AB);j + (AC); = (AB + AC);



Ukazka k dikazu asociativity soucinu

p p n
(4B)C); = 3 (4 ),kckj-zz(za,-,b,k)ckj:

k=1
P n
= > Y aibicy = Z Z ajibyccr =
k=1i=1
n n
= > ai <Z bIkaj> = > ai = (A(BC));
=1 k=1 =1
m:q:[:]:l’n:p:2 6
.
0 1 6 01
2 3 7 2 3
(4 5[10 19]193 4 5193

1903=10-6+19-7=(4-04+5-2)-6+(4-1+5-3)-7 =
(4-0-645-2-6)+(4-1-745:3-7) = (4-0-6+4-1.7)+(5-2-64+5-3-7) =
4.(0-64+1-7)45-(2-6+3-7)=4-7+5-33 =193



Efektivita vypoctu soucinu
AcR™" BeR™P CecRP:(AB)C = A(BC)
AB =~ mnp aritmetickych operaci,

‘ A ABB (Ag)C (AB)C ~ mpq operaci, ,
celkem =~ mp(n + q) operaci.
BC =~ npq operaci,
B| BC A(BC) ~ mnq operadi,
A | A(BC) celkem =~ ng(m + p) operaci. 7
Pro m < n, p,q, mame mp(n+ q) < ng(m + p). 1
4 -1
2 -3 3| 1 2 -3 3
—1 2 —-1|-1 -1 2 —1
1 2 0 1 1 0 1 2 0
2 —4| 0 -2 -2| 0 —2 4| 0

Prvni zplisob ma vice mezihodnot nez

| kdyz je konecny vysledek v obou smérech stejny, vhodné poradi
dil¢ich soucini mize ovlivnit celkovou vypocetni narocnost.



Elementarni matice
Pozorovani: Necht B je matice ziskanid z A pomoci:
» vynasobeni i-tého Fadku t # 0. Potom B = EA, kde ¢;; = t,
exk =1prok#iaey=0zak#I
» pricteni j-tého fadku k i-tému. Potom B = EA, kde ¢; = 1,
exk = 1, pro vdechny k a e,y =0 pro i # k # | # .

3 6 ... a1k
Tyto matice E se nazyvaji 7 1 ak =2
elementarni matice. 2 4 ... ask
Ukazka: 1 0 0O 3 6 aik
0 4 0 0]28 4 4-a t=4
0 01 0] 2 4 azk
0 0 0 1] 5 3 agk
1 0 0 0| 3 6 EW
0 1 0 1]|12 4 azk +
0 01 0] 2 4 azk
0 00 1|5 3 gk




Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Kolik artitmetickych operaci je tfeba pro vypocet soucinu
matic typu 3 x 4 a 4 x 27
c) 18x+ a24x -,
2. Ktera z nasledujicich pravidel plati, maji-li vyrazy smysl?
a) (AT +B)T = A+ BT,

c) tA+tB=t(A+ B), d) (tA)B = A(tB),
e) (A+B)TCT =(CB)" + (CA)T, f)ATI=IAT.
3. Pravda

Pro ¢tvercovou matici A je matice A+ AT vzdy symetricka.

4. Odpovidaji-li matice E a E’ vzajemné inverznim ¥adkovym
dpravam (napf. pficteni a odelteni t-nasobku), potom plati:
d) EE' = 1.



Komentar k reseni kvizu

1. Soudin ma 6 prvki a pro kazdy je tfeba vynasobit 4 dvojice
Cisel a tyto 4 souliny sedist pomoci 3 souctd.
2. Porovname vyrazy odpovidajicim prvkim matic na levych
a na pravych stranach, napt. (AT + B)"); = (AT + B);; =
(AT)ji + bji = aj + bjy = a; + (B"); = (A+ BT)j;.
U b) ma byt spravné (A"B)T = BTA.
3. (A + AT),'j = djj + (AT),J = ajj + ajj.-
Stejny vyraz dostaneme i pro ,symetricky" prvek (A + AT);
4. Protoze jde o inverzni Gpravy, je EE'A = A = |A.
Alternativné stali ovérit vztahy pro elementarni Gpravy souctu

. L. [t O\ (% 0} (10
a t-nasobku. Napfr.: (0 1) (O 1>—<0 1>



Otazky k porozuméni tématu prednasky

> Kterd z tvrzeni pro pocitani s maticemi by prestala platit,
pokud by soucin jednotlivych Cisel nebyl komutativni?

> Kterd by prestala platit, pokud by soucet nebyl komutativni?

» Jaké jsou predpoklady pro velikosti bloki v pravidlech pro
soucin blokovych matic?

» Jak vypadaji elementarni matice pro zbyvajici elementarni
operace: pricteni t-nasobku i-tého fadku k j-tému a pro
zaménu dvou fadka?

» Co dava soulin s elementarni matici zprava, neboli AE?



