Reseni soustav linearnich rovnic

1. Sestavime rozsitenou matici soustavy.

2. Pomoci elementarnich ekvivalentnich Fadkovych Gprav
prevedeme matici do radkové odstupnovaného tvaru.

3. Zpétnou substituci popiSeme vsechna feseni.

Definice: Matice A je v radkové odstupriovaném tvaru (REF
z row echelon form), pokud jsou nenulové Fadky sefazeny podle
poctu pocatecnich nul a nulové Fadky jsou pod nenulovymi.

Formalné: Oznaéme j(i) := min{j : a; # 0}.
Matice A € R™" je v REF, kdyz 3r € {1,...,m}:

. , _ A ) J(r)
a) j(1) <j(2) <--- <j(r), 1 L._Tj
b) Vi>r,Vj:a,-j:O. ® pivoty # 0
Prvni nenulovy prvek a; ;) v i-tém 0 )
¥adku se nazyva pivor. NN N e




Naivni algoritmus pro Gaussovu eliminaci
Input: Matice A
Output: Matice A v REF
foreach i do urlete j(i)  /* prazdny Fadek: j(i) = oo */
sefad'te Fadky A podle j(i)
forever
if 3i:j(i) =j(i+ 1) < oo then
/* i-ty a (i+1)-ni ¥adky jsou nenulové a

maji stejny polet polatelnich 0 x/
prittéte — 2/ nasobek i-tého Fadku

(i
k (i +1)-tému ¥adku  /* nyni: a4 ;) =0 */
aktualizujte j(i + 1) a zafad'te (i + 1)-ty fadek na misto
else
/* vSechny nenulové fadky maji riznj polet
pocatecnich nul */
return A

Konecnost: V kazdé iteraci roste celkovy pocet pocatecnich nul.



Ukazka Gaussovy eliminace
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/Zpétna substituce

Znaceni: (A'|b") je rozsifena matice soustavy A'x = b’ v REF.
Pozorovani: Je-li v b’ pivot, pak soustava nema zadné Fedeni.
Definice: Pro soustavu A’x = b’ s A’ v REF jsou proménné
odpovidajici sloupciim s pivoty bazické, ostatni jsou volné.

Véta: Pro A'x = b’ s (A’|b’) v REF a bez pivotu v b’ Ize
Jjakoukoli volbu volnych proménnych jednoznacné rozsitit na ¥eseni.
Dadkaz: Indukci podle i =r,r —1,...,1. V j-té rovnici:

Ox1 + -+ + Oxji) -1 + 3 ji)Xi(i) + 3 jgiy 1% +1 + -+ X = b
hodnoty vSech nasledujicich bazickych proménnych x;(iy 1), - -, Xj(r)
jsou zndmy z indukéniho ptedpokladu (i hodnoty viech volnych

proménnych), proto je hodnota Xj(j) dana jednoznalné vyrazem:

_ 1 / / /
() = 37 (B = 311 — oo i)



Ukazka zpétné substituce

X2 X4
4 3 2 1 1
(A|b) ~~ (A'|b) = 2 1 1
2
Proménné a x5 jsou , zatimco x» a x4 jsou volné.
Pro libovolné hodnoty volnych proménnych, napf. xo = —1 a

Xg = % dostaneme jednoznacéné feseni Ax = b takto:

3. rovnice urluje x5, protoze: 65 =2 = .
2. uréuje x3: x5 + 2x4 + x5 = +2.%+ -1 =
1. uréuje x1: 1 +4xo + 35 + 2x4 + x5 =

= 4+4-(-1)+3-0+2-14+1=1 =

x=(4-1,013)



Disledky

Disledek: Zpétnou substituci Ize nalézt jakékoli FeSeni.

Dikaz: V libovolném x jsou hodnoty bazickych proménnych x
jednoznacné urceny volnymi proménnymi x.

Véta: Pro libovolnou matici A a libovolnou A’ v REF t.z. A ~~ A’

jsou indexy sloupcii s pivoty v A’ uréeny jednoznaéné podle A.

Diikaz: Pfedpokladejme pro spor, ze A ~~ A’ ~~ A”. Necht i je
nejvyssi index, kde je charakter proménnych v A" a A” se li§i.
Predpokladejme b.G.n.o., Ze x; je bazickd v A" a volnd v A”.

Pro libovolnou volbu volnych proménnych A’ urluje soustava
A’x = 0 jednozna&nou hodnotu x;.

Protoze x; je volnd v A”, miZeme zvolit volné proménné pro A”
stejné jako vyse, ale hodnotu x; odlisné.

Ziskame FeSeni A”x = 0, které neni FeSenim A’x = 0, coZ je spor.



Priklad argumentu dikazu
0 0 6 3006
kazeme, ¥e pro A' = A=
Ukazeme, ze pro (0 0 2) a (0 0 2)
maji soustavy A’x = 0 a A”x = 0 riizné mnoZiny fedeni:
Proménnd x; je v obou volna, mizeme zvolit napt. x; = 1.

V obou je proménna x; bazicka. Z druhé rovnice xs +2-1=0
(shodné v obou soustavach) odvodime, ze

Proménna « je A’. Jeji hodnota je
Jednoznacné uréena z 1. rovnice Ox; + 3 +0-(-2)+6-1=0.

Proménna x, je volnad v A”, takze si ji mizeme zvolit libovolné.
Pokud zvolime hodnotu odlisné od jedine¢né hodnoty

z predchoziho pfipadu, nap¥. xo = 10, pak tuto volbu /ze rozsi¥it na
Yedeni soustavy A”x = 0, konkrétné x = (—18,10, —2,1)T.

Naproti tomu x = (—18,10, —2,1)" nenf feSenim soustavy
A'x = 0, protoZe nespliiuje jeji 1. rovnici.



Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A, znacend jako rank(A) je pocet pivotd
v libovolné A’ v REF takové, ze A ~~ A’.

Véta: Soustava Ax = b ma FeSeni pravé tehdy, kdyz se hodnost
matice A rovna hodnosti rozsitené matice (Al|b).
Podle Wikipedie je véta znama jako:

>
>
>
>

>

zatimco existuje nékolik jinych vét pojmenovanych po
Ferdinandu Georgu Frobeniovi (1849-1917).

Frobeniova véta v CR a na Slovensku;
Rouché—Capelliho véta anglicky mluvicich zemich a v Italii;
Rouché-Frobeniova véta ve épanélsku a mnoha zemich Latinské Ameriky;

Kronecker—Capelliho véta v Rakousku,
Polsku, Rumunsku a Rusku;

Rouché—Fonteného véta ve Francii;

Foto: Wikipedie


http://cs.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius

Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A, znacena jako rank(A) je pocet pivotl
v libovolné A’ v REF takové, ze A ~~ A’

Véta: Soustava Ax = b ma FeSeni pravé tehdy, kdyz se hodnost
matice A rovna hodnosti rozsifené matice (A|b).
Diikaz: Zvolme libovolné (A'|b') v REF t.3. (A|b) ~~ (A'|b).
Regeni x existuje <
< b’ neméa Zadny pivot
< pivoty A’ se shoduji s pivoty (A’|b")
< rank(A) = rank(Alb),
. protoZe prevod A ~~ A’ Ize provést stejnymi
elementarnimi dpravami jako (A|b) ~~ (A'|b’).
(Stadi ,zapomenout” posledni sloupec.)



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Kolika riznych hodnot mize nabyvat hodnost u matic
s 20 radky a 10 sloupci?
c) 11
2. PYedpokladejme, Ze pro matici A € R"*® bude mit
(A'|b") ~~ (A|b) v redukovaném tvaru 6 pivot.
Kolik ma soustava Ax = b feseni?
a) zadné
3. Pravda
Kdyz ma ¢tvercova matice fadu n hodnost n, potom ma
soustava Ax = b pro libovolné b € R" jediné Yeseni.



Komentar k reseni kvizu

1. Mozné hodnoty jsou 0,1,...,10.
2. Matice ma nutné pivot ve poslednim sloupci,
coz je sloupec pravych stran.

3. Tato soustava nema zadné volné proménné, cili vSechny
proménné jsou bazické a jejich hodnoty jsou dany jednoznacné
Z n rovnic soustavy.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

P Lze tridéni radkl v Gaussové eliminaci nahradit
néjakym jinym vypocetné efektivnéjsim postupem?

» Kolik aritmetickych operaci asymptoticky provede
Gaussova eliminace a kolik zpétna substituce?

» Jak rychle mize rist p¥i zpétné substituci pocet cifer feSeni?
Zkuste nejprve sestavit soustavu s matici radu 10 s Cisly
0,...,10 tak, aby néjaka slozka feSeni byla v ¥adu miliard.

» Platil by diikaz véty o jednoznacnosti volnych a bazickych
proménnych, kdyby namisto homogenni soustavy Ax = 0
byla pouzita obecna soustava Ax = b?

» Lze z diikazu véty o jednoznacnosti volnych a bazickych
proménnych odvodit, ze {x: AAx =0} C {x: A"x =0}7?



