Vzorova uloha — soustava linearnich rovnic

Vyreste nésledujici soustavu linedrnich rovnic:

X1 +4x0+3x3+2x4 + x5 =1
2x1 + 8xp + 4x3 =0

3x3 + 6x4 + 9x5 =5
2X1—|-8X2—|—7X3—|—6X4—|-3X5:3

Otazky:
» Jak efektivné/lsporné popsat soustavu?
» Co rozumime FeSenim soustavy?

» Jak ziskat néjaké, pfipadné vSechna Feseni soustavy?



Realné vektory

. o _ b
Definice: Reélny vektor b o m slozkach bl
2
je usporadand m-tice redlnych Cisel b = | .
Zapiseme b € R™. i
bm
Uvazujeme sloupcové vektory. b
Pro radkovy zapis bl
2
pouzivdme transpozici, tzn. b= | | = (b1, bo, ...
bm

Vektor 0, = (0,...,0)T € R™ je nulovy vektor.
Je-li kontext zfejmy, Ize index vynechat a psat jen

Uspotadand n-tice prom&nnych x = (x1,...,x,)"

je vektor neznamych.

<



Realné matice

Definice: Readlnd matice A typu d11 412 ... dn
m X n je soubor mn redlnych &isel | 921 922 ... a2
usporadané do tabulky s m ¥adky =~

a n sloupci. aml aAm2 --- amn

Pigeme A € R™*".

Prvky matice znacime (A);j = a;j.

Jsou-li indexy zfejmé, Ize ¢arku vynechat a psat jen aj;, (A)j;.
Jinak Carku ponechame, napt. pro odliSeni a3 oproti ap »3;
anebo a; jx oproti aj x; pro prvek a; ;) apod.

Ctvercové matice radu n maji n radkad i sloupci.



Soustavy linearnich rovnic

Definice: Necht A€ R™" b€ R™ a x = (x1,...,%n)"
je vektor neznamych.
Soustava m linedrnich rovnic o n neznamych je Ax = b,
v rozsirené formé zapsana jako:
aixi + aexe + ... + aipxnp = b
a1X1 + axnxs + ... + apxp = b

amiX1 + amex2 + ... + ampXxp = b
Matice A je matice soustavy,

vektor b je vektor pravych stran,
matice (A|b) € R™("1) je rozsifens matice soustavy.
Vektor x € R" je reseni soustavy Ax = b
pokud spliiuje vSechny jeji rovnice, tj.
Vi e {1,...,[77} D ajx1 + apxo + - + aipxn = b;.
Soustavy Ax = 0 se nazyvaji homogenni a vzdy umoznuji x = 0.



Ukazka

Rozsifend matice soustavy linedrnich rovnic
x1+4x+3x3+2x4+ x5=1
2x1 + 8xo + 4x3 =0
3x3 + 6x4 +9x5 =5
2x1 + 8xp + 7x3 + 6x4 + 3x5 =3

1 4 3 21 1
je tvorena jejimi 12 8 400 0
koeficienty: (A[b) = 003695
2 87 6 3 3
T
Vektor x = (x1,...,x5)" = (4, —1,0, % %) je jednim z moznych

feSeni této soustavy Ax = b, nebot splfiuje viechny jeji rovnice:

4+44.(-1)+3-04+2-1 4+ 1=1
2:4+48-(~1)+4-0 =0
3:046-2+9-2=5
2:4+8-(-1)+7-0+6-3+3-2=3



Geometricky vyznam — jedna rovnice o dvou neznamych

. v X
aiixi + aipxa = by ekvivalentné (311 312) <X1> = (bl)
2

» Je-li a11 # 0 nebo ain # 0, pak mnozina feseni tvori pfimku.

X2
~ (0.1
(55.0)7
(0,0"=0 I x

» Muize byt rovnobézna s jednou z os, napt. s x1, pokud aj; = 0.
Degenerované pripady:
» Pokud aj; = a1p = 0 a by # 0, pak systém nem3 feSeni.

> Jestlize a;1 = a;2 = 0 a by = 0, pak jsou feSenim vsechny
body euklidovské roviny.



Dvé rovnice o dvou nezndmych

aiixi + appxe = by nebo ain ar) (x1\ _ (b
ax1x1 + axnxe = by a1 an) \x by
Pokud jsou obé rovnice nedegenerované, pak mnozina feSeni je

prisecikem dvou pfimek, coz miize byt
> bod: X

0 X1
» prazdnd mnoZina, pokud jsou pfimky rizné a rovnobézné,
P ptimka, pokud jsou obé pfimky totozné.

Mezi degenerované pfipady patfi soustava Ox = 0,
kterd dava vSechny body euklidovské roviny jako mnozinu feseni.



Jedna rovnice o trech nezndmych

ai1x1 + axe + a1zx3 = by
» V nedegenerovaném pfipadé a;;1 #0V ajp Z0V a3 #0
feSeni tvofi rovinu v 3-rozmérném euklidovském prostoru:

X2
~ (0, 22, 0)7,
by
(0,0, a13) (5111 0,0)"
0 S X1

Degenerované pripady:
» Pokud aj; = a;p = a13 = 0 a by # 0, pak feSeni neexistuje.
> Jestlize a11 = a1op = a13 = 0 a by = 0, pak jsou FeSenim
vsechny body euklidovského prostoru.



Elementarni ekvivalentni radkové Gpravy

Definice: A ~ A’ pieme, pokud lze A’ ziskat z A jakoukoli
z nasledujicich elementarnich ekvivalentnich radkovych tprav:
1. Vynasobeni i-tého Fadku nenulovym t € R\ {0},
e ay pro k # i
formalné: a), = ]
tay pro k=
2. Pricteni j-tého radku k i-tému radku,
e ak pro k # i
formalné: a), = ,
aj+aj prok=i
Z vyse uvedenych dvou lze odvodit nasledujici dvé:
3. Pricteni j-tého Fadku vynasobeného t € R k j-tému fadku.
4. Zaména dvou radkd.

Provedeni posloupnosti elementarnich Gprav znaéime A ~~ A’.



Pouziti elementarnich dprav
Véta: Necht Ax = b a A'x = b’ jsou dvé& soustavy splfiujici
(A|b) ~~ (A’|b"). Pak obé soustavy maji totoZzné mnoziny Feseni.
Ukézka:

1 432 1|1 2 86 4 2 | 2
2840010 2840010
(A‘b)_oo369 5/!710 036 9| 5|
2 876 3|3 2 876 3|3
002 4 2|2 02 4212
2840010 8 400 | 0|  ,anu
0036095 8 76 3 | 3|=Alb)
2 876 3|3 036095

Vektor x = (4,—1 0,
2:0+4-3+2-1=

I\.)wn—-;/
¢
O NN O

T
1 v oo / _ / v

3) spliiuje i soustavu A'x = b’, protoze
, a ostatni rovnice jsou jen v jiném poradi.

Véta ovSem plati nejen pro toto konkrétni feSeni a uvedené Gpravy,
ale i pro kazdé mozné ¥eseni a libovolnou posloupnost Gprav.



Pouziti elementarnich dprav
Véta: Necht Ax = b a A'x = b’ jsou dvé& soustavy spliujici
(A|b) ~~ (A’|b"). Pak obé soustavy maji totoZzné mnoziny Feseni.

Diikaz: Stadi dokézat, ze mnozina feSeni je zachovana, pokud je
provedena jedina Gprava prvniho nebo druhého typu.
Cilem je ukdzat {x e R": Ax =b} = {x € R": A'x = b'}.
Rovnost mnozin plyne ze dvou inkluzi C a D, které prepiSeme do
implikaci a: Ax =b= A'x=0b',azab: Ax=b'"= Ax = b.
la. Ax = b = A'x = b’ pro vynasobeni i-tého Fadku t # 0:
Protoze se zméni pouze -ty fadek/rovnice, kazdé Feseni
Ax = b vyhovuje nezménénym rovnicim A'x = b'.
Zbyva ovéfit i-tou rovnici soustavy A'x = b’.
P¥echod z levé strany na pravou: a/;x; + - - + &), x, =
tajpxy + -+ tappxp = t(a;1x1 + e+ a,'an) =th; = b;
Pouzito: a, = taj (definice), tc + td = t(c + d) (vytknuti),
aj1x1 + -+ + ainx, = b; (predpoklad), th; = b} (definice).
Zelena barva oznaluje vztah mezi (A|b) a (A’|b’) neboli
elementarni Gpravu; Cervena pak predpoklad Ax = b.



Shrnuti pfipadid jedné elementarni Gpravy prvniho nebo druhého
druhého typu a i-té rovnice:
la. Ax=b=Ax=0b":ax1+ -+ a,xn=

tajixy + - + taipxn, = t(a,-1x1 +---+ a,-,,x,,) =th; — b,{
1b. Ax=b"= Ax=b:ajxi + -+ aipxy, =

I(taixs + -+ tainxn) = T(ajyxa + -+ ajpxn) = Tb] = Tthi=b;
2a. Ax=b=Ax=0b":3a};xq+ -+ aj,xn=

(ain + aj))x1 + - -+ (ain + ajn)xn =

(aix1 + -+ ainXn) + (aj1x1 + -+ + ajnxn) = bj + bj = b
2b. Ax=b' = Ax=b:ajxi+ -+ appnxp, =

ajpxy + -+ ainxn + by — by =

(a,-1x1 + -+ a,-,,x,,) + (aj1X1 + -+ aann) — bj =

(ain + aj1)x1 + -+ + (ain + ajn)xn — bj =

(af1x1 + -+ 4 ajpXn) — bj = bi — bj = bi + bj — bj = b;

Barva rovnitka = znamené elementarni tpravu (A|b) na (A'|b’),
nebo predpoklad daného pfipadu nebo algebraickou tpravu €lend.



Geometricky vyznam elementarnich Gprav
1., 4. Vynasobeni Fadku nebo zdména dvou fadki neméni polohu
nadrovin.

2., 3. Pricteni j-tého Fadku (nasobeno t € R) k i-tému ¥adku posune
i-tou nadrovinu tak, Ze priinik s ostatnimi z{istava beze zmény.

(i+j)-ta nova /-ta

j-ta j-ta




Geometricky vyznam elementarnich Gprav

1., 4. Vynasobeni Fadku nebo zdména dvou fadki neméni polohu
nadrovin.

2., 3. Pricteni j-tého Fadku (nasobeno t € R) k i-tému ¥adku posune
i-tou nadrovinu tak, Ze priinik s ostatnimi z{istava beze zmény.
Cil: posunout nadroviny tak, aby feseni bylo mozné snadno urdit.
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X1 X1
2X1 X = 5j+2>< 5 X2 = 3 —2x, +(=1)
—x1+2x =5 —x1+2x =5




Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Kolik aritmetickych operaci vyzaduje pticteni t-ndsobku
i-tého Fadku k j-tému na matici A € R™*"?7
f) 2n

2. Necht A’ vznikne z A vynasobenim i-tého ¥adku t € R.
V jaké relaci jsou mnoziny {x : Ax =0} a {x: A'x = 0}7?

a) C
3. lez
4. Pravda

Vektor O nikdy neni feSenim nehomogenni soustavy rovnic.
5. Pravda Mnoziny Feeni soustav Ax = b a Ax = b’

jsou riizné pravé strany, tj. b # b’, vZdy disjunktni.



Komentar k reseni kvizu

1. Na kazdé z n Cisel je tfeba jeden soulin s t a jeden soudet.

2. Pokud t =0, m4 soustava {x : A’x = 0} méné podminek
(nepotitame-li tu vynulovanou), ¢&ili mize mit vice feSeni.
Pro t # 0 maji obé soustavy stejné mnoziny feseni.

1 00 10 10
. [0 1 0| 20 T
3. Napr ma jediné feseni x = | 20
0 01 30 30
1 2 3| 140

4. Dosadime-li do levé strany soustavy Ax vektor 0, dostaneme
vzdy A0 = 0, Cili nikdy neziskdme nenulovy vektor b.

5. Je-li x feSenim obou soustav, dostdvdme b = Ax = b’.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

> Jak se geometricky zméni mnoZina feSeni soustavy rovnic
pfi zméné b, t.j. vektoru pravych stran?

» Jak Ize geometricky popsat soustavy rovnic v R? a R3,
které nemaji zadné feseni?
(Rozeberte mozné p¥ipady pozic pfimek a rovin.)

> Miize byt ve treti elementarni Gpravé parametr t nulovy?

» Kde byla vyuzita nenulovost parametru t v prvni elementarni
ekvivalentni Gpravé?

P> Které algebraické Gpravy byly pouzity v dliikazu ptipadu 2b
véty o zachovani feseni pfi elementarnich Gpravach?

» Jakou vlastnost maji geometrické transformace odpovidajici
elementarnim Gpravdm v pfipadé, ze soustava nema fesSeni?



