Co spojuje ,Liberty bell” s , jednorukym banditou”?

Prvni mechanicky hraci automat vyplacejici vyhry z roku 1894:

Jednodussi hra: hrac si vsadi na Cislo od 1 do 6, hodi se 3 kostky.
Kdyz tip — Cislo nepadne ani jednou, hrac prohraje svij vklad @;

padne-li 1x, hra¢ vyhraje vysi vkladu © (navic ma zpét i vklad);

padne-li 2, vyhraje dvojnasobek vkladu ©©;

padne-li 3x, vyhraje desetindsobek vkladu ©©OOOOOOOE!

Hrali byste tuto hru?



Pravdépodobnost

modeluje, jak ¢asto mize nastat néjaka udalost, napt. zdali

pti hodu minci padne panna nebo orel,

pri hrani mariase dostaneme srdcovou hlasku,

spiSe prijede dfiv tramvaj ¢. 12 nez 22,

béhem roku nabourdme auto,

>

>

| 2

> zitra zaprsi,
| 2

P> se web server nezhrouti pod naporem dotazi,

» ndhodné vybrané Cislo s 1000 ciframi je prvocislo.
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Jevy a pravdépodobnost
. Co je tfeba pro popis pravdépodobnosti znat?

» mnozinu € vSech moznych jednotlivych vzajemné odlisnych

pripadi, které mohou nastat, tém se ¥ika elementarni jevy,

» u kterych podmnozin A C €, tzv. jevi,
ma smys| uvazovat pravdépodobnost P,

» coz je zobrazeni ptitazujici jevu A &islo P[A] z intervalu (0, 1).

Ukazky:

Hod dvéma riznymi kostkami
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Elementarni jevy maji stejnou

pravdépodobnost 3—16

Jev A

»soucet je alespon
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Jevy a pravdépodobnost

. Co je tfeba pro popis pravdépodobnosti znat?

» mnozinu € vSech moznych jednotlivych vzajemné odlisnych
pripadi, které mohou nastat, tém se ¥ika elementarni jevy,

» u kterych podmnozin A C €, tzv. jevi,
ma smys| uvazovat pravdépodobnost P,

» coz je zobrazeni ptitazujici jevu A &islo P[A] z intervalu (0, 1).

Ukazky:
Hod dvéma riznymi kostkami
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Hod dvéma stejnymi kostkami
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Elementarni jevy maji stejnou

pravdépodobnost 3—16

Pravdépodobnosti elem jevﬁ se

mohou lisit: P1 = %=, P = =



Jevy a pravdépodobnost
. Co je tfeba pro popis pravdépodobnosti znat?
» mnozinu € vSech moznych jednotlivych vzajemné odlisnych
pripadd, které mohou nastat, tém se ik elementarni jevy,

» u kterych podmnozin A C €, tzv. jevi,
ma smys| uvazovat pravdépodobnost P,

» coz je zobrazeni ptitazujici jevu A &islo P[A] z intervalu (0, 1).
Ukazky:
,Balicek vdm doru¢ime mezi 10. a 15. hodinou.”

Elementarni jev je ¢as doruéeni, Cili redlné islo mezi 10 a 15.
Mnozina viech elementérnich jevd je interval Q = (10, 15).
Za jev A lze vzit interval doruceni (a,b): 10 < a < b < 15.

Pravdépodobnost dorugeni v intervalu A = (a, b) je P[A] = 22

a
5 -

. pravdépodobnosti jednotlivych elementarnich jevi a € Q
coby jednoprvkovych intervall (a, a) jsou nulové!



Pravdépodobnostni prostor
Definice: Diskrétni pravdépodobnostni prostor je tvoren
spoletnou mnozinou 2 a zobrazenim P: P(Q2) — (0, 1) splfiujicim:
P[A] = > P[{w}] a také P[Q2] = 1.
w€eA

. vSechny podmnoziny 2 jsou jevy.

V klasickém pravdépodobnostnim prostoru
je Q kone¢nd a VA C Q: P[A] = %.

Ukazka: Prostor hodi dvéma riiznymi kostkami ma 36 elem. jev(,
236 — 68719476736 jevii, a pravdépodobnost spliiuje P[A] = %.

Vlastnosti:
> P[0]=0 ... pravdépodobnost, Ze nenastane
ani jeden z moznych pfipadi, je nulova.
» P[A] + P[B] = P[AU B] + P[AN B],
specialné P[A] + P[B] = P[AU B], pokud AN B = 1.
> P[Q\ Al =1-P[A] .. jevwy AaQ\ A
se navzajem doplniuji v ©Q i co do pravdépodobnosti.



Ukazky

Jev v souctu padne nejvyse 8" je doplriikovy
k jevu A: ,v souctu padne alespon 9" a znadi se A.

Jeho pravdépodobnost je P[A] =1 —P[A]=1— & = 13

Jev ,alespon na jedné kostce padne 5" lze vyjadrit sjednocenim
jevi A: ,na Cervené padne 5 a B: ,na modré padne 5".

M3a pravdépodobnost
1 _ 1

PIAUB] = P[A] + P[B] - P[ANB] = § + § — 35 = 3.




Soucin pravdépodobnostnich prostort

Jaké pravdépodobnostni prostory dostdvame pfti opakovani
nahodného pokusu, naptiklad pti opakovani hodu kostkou?
Co kdyz provedeme vice rliznych nezavislych ndhodnych pokusi?
Co ma pro pravdépodobnost platit v takovych prostorech?

Naptiklad: Mame stroj, ktery ma hlavni ¥idici systém s poruchovosti
5 % a navic i nezavisly zalozni ¥idici systém s poruchovosti 1 %.
Jaké jevy s jakou pravdépodobnosti mohou u tohoto stroje nastat?

Definice: Soucin diskrétnich pravdépodobnostnich prostord (€21, P1)
a (Qa, P>) je prostor (1 x Qp, P), kde pro kazdé dva elementarni
jevy wy € €1 a wy € 2y plati: P((wl,WQ)) = Pl(wl)Pg(ng).
Ukazky: Prostor hodu dvéma kostkami je Prostor stavii stroje:
druhou mocninou prostoru hodu jednou oba ©® hlavni ©®

kostkou:  [@ 94,05 % | 4,95 %
zalozni ® | oba ®®
0,95 % 0,05 %




Ukazka vypoctu pravdépodobnosti
Uloha: Jaka je pravdépodobnost p,, ze se ve skupiné n osob
najdou alespon dva lidé, co maji narozeniny ve stejny den?

Regeni: Pro jednoduchost uvazujme jen roky o 365 dnech.
Mnozinu 2 tvori moznosti, kdy mize mit n osob narozeniny.
Kazdé w € Q je zobrazeni z mnoziny osob do mnoziny dni.

Vech takovych zobrazeni je |Q| = 365". Necht P[{w}] =

Ma-li néjaka dvojice stejné narozeniny, zobrazeni neni prosté

Oznaéme A, C Q mnozinu téchto zobrazeni, co nejsou prosta.

Tteba urdit p, = P[A,] = ||’?2”||.
Prostych zobrazeni je:

n __ _ 365!
365% = (365—n)!

Zbylych je: |A,| = 365" — 3652
Hledana pravdépodobnost je:

36573650 __ 1 _ 365"
Pn= g = 1 — 368
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Bertrandiiv "paradox”

Mame tfi karty: jedna ma obé strany
Cervené, druhé obé zelené a treti jednu
Cervenou a druhou zelenou.

Nahodné jednu kartu vytdhneme
a uvidime Cervenou stranu.
Jaka je pravdépodobnost P, ze i druha strana je Cervend?

Intuitivné: Karty s ¢ervenymi stranami jsou dvé, takze %

Regeni: Oznagme karty CC,CZ,Z7.
Strany karet jsou fyzicky rizné, ¢ili mame 6 elementarnich jevii:
Q={CC,CC,C7Z,CZ,ZZ,7ZZ} — vidéna strana je podtrzena.

Nastal jev {CC, CC, CZ}, vechny tyto moznosti jsou stejné
pravdépodobné, ale ve 2 z nich je druha strana cervend: P =

wIN



Podminéna pravdépodobnost

. vyjadfuje zménu pravdépodobnosti, pokud se vyskytne néjaka
nova informace, kterd z(zi pocet moznosti.

Naptiklad, pravdépodobnost, Ze mezi 12 kartami je srdcova hlaska
30y 32y~ _ 301201121 _ 1211 _ 33

(kral a svrdek) je () (35) ~ = 3oriorsst = 3531 = »i5 — 13%

Je-li mezi prvnimi péti kartami jen srdcovy kral, pravdépodobnost

Sy e s vy . -1 120! 7! .
se zvy¥l témé&¥ na dvojnasobek (%) (%) = 22007 = T = 26%

Definice: Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B,
kde P[B] # 0, je pravdépodobnost P[A[B] = FEizel.

Ukazka: A

Pravdépodobnost hodu alespoll e

9 (jev A) za podminky, Ze na g0 i i i i O
Cervené kostce je 5 (jev B) je
PlAIB] = PIEl — 5 — 1

Bl

S




Véta o uplné pravdépodobnosti

Q A
Véta: Jsou-li By, ..., Bk disjunktni jevy NN N}
pokryvajici celé €, pak pro kazdy jev A plati: BiB, Bk
P[A] = P[A|B1]P[Bi1] + P[A|B2]P[Bz] + - - - + P[A| Bk|P[Bx]
Dikaz: Jev A Ize pokryt priniky AN By, ..., AN By, pticemz:
P[AN B;] = P[A|Bi]P[Bi].

Potom: P[A] = f P[ANB]] = f P[A|Bi]P[B]
i=1 i=1

Ukazka:
A ... padlo v souctu alespon 9
B; ... na Cervené padlo i

=34t e
1 1

R
.%+0.

5
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O Wik wWIN
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=



Bayesliv vzorec

Véta: Jsou-li jevy Bi, ..., By disjunktni a pokryvaji-li celé Q,
pak pro kazdy jev A a kazdé j plati:
P[AN Bl _ PIAIB|P[B]] _ P[A[BjIP[B]]

PEA= T T R -

é PIA|B/IP[5]

Pouziti:

Vime, jak se néjaky test (jev A)

chova na ovérenych pripadech
(pravdépodobnosti P[A|B;]) a chceme
usoudit, ktery pfipad (jev B;) nejspise
nastal, kdyz se test A zda¥i (&ili P[Bi|A]).

Aplikace ve zdravotnictvi, testovani kvality, umélé inteligenci apod.

Casto pro dva doplitkové jevy By a B, = By = Q )\ By.



Pouziti Bayesova vzorce [Stépan, Zvara, 2006, Priklad 2.7]

Vi se, ze nemoc postihuje 0,5 % populace (prevalence).

Jeji test ukaze pozitivni vysledky u 99,9 % nemocnych pacienti

(senzitivita), a negativni u 99 % zdravych (specificita).

S jakou pravdépodobnosti je pacient nemocny, ma-li test pozitivni?

S jakou pravdépodobnosti je pacient , ma-li test ?

Jevy: A — pacienti s pozitivnim testem, B — nemocni pacienti,
Bi | P[B] P[AIB] P[A|Bi]] PIA] = P[A|B]P[B] + P[A|BIP[B]

B 0,006 00999 0,001 = 0,014945

B 0995 001 099 P[BIAl= w 0,334 225
Pozitivni vysledek testu P[5[A] = P[A[BIP[B] _
jen malo odpovida spravné P[A]

. , . 0,001 - 0,005 = 0,000 005 —
diagnéze P[B|A] = 339 059
g [ | ] A” —_ B: 0.5 % 0,999 - 0,005 = 0,004 995

o nemocni \
Protoze JevyvA NnB i) ANB , \\\\\\\\\\\\\\\\\\\5

jsou podobné pravdépodobné.

Ovsem pro vyvraceni diagnézy  pisi4 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

. v v . 0,0 ,995 = 0,009 95
Je test dOStatecne 5p0|eh||VY- A p02|t|vn| test A negativni test

P¥i prevalenci P[B] = 5%, méa stejny test P[B|A| = 84 %.




Pouziti Bayesova vzorce pro vice jevil B;
Rik4 se: ,Veerni Cervanky vésti pékny den.”
Dejme tomu, Ze polovina dni je slunenych a Cervanky
jim predchézeji v 10 %. Dvé pétiny jsou zatazené,
jim predchézeji ¢ervanky v 5% pFipadi. Zbylé dny
jsou destivé a po Eervancich nastanou v 1% pripadi.

Do jaké miry by Slo pranostice véFit?

Jevy: A — Cervanky, By, By, B3 — sluneCno, zataZeno, destivo.

Pravdépodobnosti: P[A] =31+ 2 55+ 15 166 = 1666
| P[B] PlAB]] P[Bi|A]
515 b 1 b E-fonv
AREE RS 5
Bal © w0 o mom maEl%

Odpovéd: Asi ve % ptipadl by po cervancich mélo byt slune¢no.



Nezavislé jevy
. vysledek jednoho jevu neovlivni pravdépodobnosti ostatnich.
Definice: Jevy A a B jsou nezavisle, pokud P[AN B] = P[A]P[B].
. nezdvislé A a B spliuji: P[A|B] = PlANB] _ PIAIPIE] _ P[A].

Obecné, Ay
pro kazdou

P[B] P[B]

, Az, ..., Ak jsou nezavislé, kdyz

neprazdnou / C {1,...

Ukazka:  Zavislé jevy:
A ,soucet je alespon 9" a
B ,na prvni kostce padla 5".

.k} plati: P{ﬂ A,-] = [] P[Ai].
iel iel

Nezavislé jevy: C ,na Cervené

padlo vic nez na modré" a

D ,na modré padlo 3 nebo 4".

nnnxunn.lDlD B e
1 0 I 1 Y e B
::::BDDBDDBE [
T T T T T EE
0 e i A A Bl
DEEED OO E CIES
PIANB] = & P[CN
o5 = 15 - ¢ = PIAIP[B] = -3 =P[CIP[D]



Nezavislé jevy

. vysledek jednoho jevu neovlivni pravdépodobnosti ostatnich.
Definice: Jevy A a B jsou nezavislé, pokud P[A N B] = P[A]P[B].

. nezdvislé A a B spliuji: P[A|B] =

Obecné, A1, Ay, ...

Ukazka: Jev

E .na cervené padlo 3 nebo 4*

je nezavisly na C i na D.
P[C N E] = 3 = P[C|P[E]
P[DNE] = % = P[D]P[E]
Pozor! Nezavislost dvojic
nezarucuje nezavislost vsech.
Vsechny tfi nezavislé nejsou:
P[CNDNE] =% # 15
=155 = PICIP[DIP[E]

[ANB AJP[B
P[B]] = [P][Bg l = P[A].

, Ak jsou nezavislé, kdyz
pro kazdou neprazdnou / C {1,...

.k} plati: P{ﬂ A,-] = [] P[Ai].
iel iel

Nezavislé jevy: C ,na Cervené

padlo vic nez na modré" a

D ,na modré padlo 3 nebo 4".
D

Q 30
S[E[S[oIN ¢ s
P[CN D] =

%1 =PCIPID]




Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Kolik elementérnich jevii ma prostor pro pokus, v némz z kose
obsahujiciho 1 bily, 4 zluté a 4 modré mitky (jinak nez barvou
nerozliSitelné) vybirdme najednou 3 micky?

b) 7,

lez

Pravdépodobnost, Ze pfi hodu tfemi kostkami padnou celkem
3
tfi oka je: d) (é) :
Pravdépodobnost, Ze pfi tfech hodech spravedlivou minci
padla alespon dvakrat panna, za podminky, ze v prvnich dvou
hodech padl nejvyse jeden orel, je:
g)

wWIN

Pravda
Hodime-li pétkrat minci, pak jevy ,padl lichy pocet orld"
a ,v obou prvnich dvou hodech padla panna” jsou nezavislé.



Komentar k reseni kvizu

1. Q = {oes, 000, 00, ,000 cee eee}

2. Nékteré moznosti je mozné slozit z vice, jiné z méné moznosti
Jfyzickych” mf(V:ki'J (jako u hodi dvéma stejn)'/mi kostkami).
Napt. Plese] = ;- = L, ale P[ose] = 32 = 2.

3. Tento vysledek neIze ziskat jinak, nez Ze na kazdé kostce

padne 1, coz ma pokazdé pravdépodobnost %.

4. Padla alespofi dvakrat panna A = {PPP, PPO, POP, OPP},
v prvnich dvou hodech padl nejvyse jeden orel B =
{PPP, PPO, POP, POO, OPP, OPO}, PA|B] = Yl = &.
5. Lichy pocet orld: |A] = 16, prvni dva hody panna: |B| = 8,
oba jevy: |AN B| = 4, protoze bud padnou t¥i orli (jedna
moznost: PPOOO) nebo jeden (tfi moznosti: PPOPP,

PPPOP a PPPPO) a 6. 8 — &




Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jak souviseji pravidla pro mnoZzinové operace
(napt. distributivni zakon) s vypoétem pravdépodobnosti jevi?
Kdy jsou tfeba dodate¢né podminky?

» MiZze mit pravdépodobnostni prostor nekonec¢nou mnozinu
elementarnich jevil a pfitom kazdy elementarni jev nenulovou
pravdépodobnost? Pfipadné, mohou mit jen nékteré jevy
nenulovou pravdépodobnost?

» Co by se stalo, kdyby ve vété o tplné pravdépodobnosti nebyly
jevy Bi, ..., Bg disjunktni, ale presto pokryvaly Q7

» Je néjaka souvislost mezi mnozinovou inkluzi A C B a
(ne)zavislosti téchto jevi?

» Dostali bychom ekvivalentni definici nezavislosti, pokud
bychom podminku omezili jen na mnozinu {1,..., k} a
vynechali v8echny jeji vlastni podmnoziny | C {1,..., k}?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Pravdépodobnost Ize psat verzalkou p, i s oblymi zavorkami p(A).

Byva zvykem oznacit pomoci F mnoZinu vSech uvazovanych jevi.
U diskrétnich pravdépodobnostnich prostort je F = P(Q).

Jevu Q s pravdépodobnosti 1 se fika jisty,
zatimco jev () pravdépodobnosti 0 je nemozny.

U podminéné pravdépodobnosti se jevy B, ..., By,

které se navzajem vyluCuji a vyCerpavaji vSechny moznosti,
nazyvaji hypotézy a pravdépodobnostem P[B;] se ¥ika apriorni.
Pravdépodobnosti, které berou v lvahu, Ze nastal jev A,

¢ili hledané P[B;|A], se nazyvaji aposteriorni.



