Kombinatorické pocitani

. Ulohy vedouci na uréeni poctu, naptiklad:

Kolik je rznych registracnich znacek aut?

Kolik je riiznych cest mezi dvéma mésty?

Kolik je substitu¢nich Sifer?

e
Kolik je riiznych moznosti,  mm =" >_

N

5—/

>
>
» Kolik je moznych pozic ve hie Sachy?
>
>

jak naplanovat turnaj?

» Kolik je riznych IP adres?
» Kolik je riiznych zplsobi, jak vyhodnotit dotaz v databazich?

Casto jde o konecné mnoziny matematickych objektd, napf. prvki,
dvojic, mnozin ¢i zobrazeni, nékdy vymezené dalsimi podminkami,
napf. soucty, nerovnostmi a podobné.



Mohutnost mnozin a pocet dvojic
Definice: Pocet prvkil kone¢né mnoziny X
nazyvame mohutnost X a znaéime ji | X|.
Pozorovani: Kdyz existuje bijekce mezi
mnozinami X a Y, pak | X| =Y.

Definice: Kartézsky soucin mnozin X a Y je
mnozina X x Y = {(x,y): x € X,y € Y},
¢ili mnoZina vsech usporadanych dvojic.

Pozorovani: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y

René Descartes
mohutnosti n a m, potom jejich kartézsky 1596 — 1650

soucin X X Y mé mohutnost nm.

Dakaz: X x Y je mnozina dvojic, prvni prvek ma n moznosti,
druhy m. Kazdy vybér prvniho prvku lze nezavisle rozsitit o druhy,
proto je celkovy polet moznosti dan soucinem nm.

Ukazka: Ma-li si 200 student( zapsat 5 prednasek, dostaneme
200 -5 = 1000 zaznami (p, s) o zapisu prednasky p studentem s.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes

Pocet n-tic
Véta: Z prvkii kone¢né mnoziny X Ize vytvorit | X|? riiznych
usporadanych trojic. Pro n € N mame | X|" usporadanych n-tic.
. intuitivné: pro trojice jde o mohutnost kartézského soucinu
X x X x X apro n-tice [ X|" =X x X x -+ x X|

n-krat
Ukazka: IP adresu tvofi usporadana Ctvetice Cisel v rozsahu
0-255, proto riiznych IP adres je 256* = 4294 967 296.

Na této vété si predvedeme princip diikazu matematickou indukci:

Dakaz: P(n): ,Na kone¢né X je | X|" usporadanych n-tic.”

[. P(1): kone¢na X ma |X| prvkd — ,usporadanych 1-tic",

[I. P(n) = P(n+ 1): Uspofadanych n-tic je podle indukéniho
predpokladu |X|". Kazdou n-tici Ize rozsifit | X| zplsoby na

(n + 1)-tici pfidanim prvku z X na posledni, (n+ 1). misto.
Vytvorime celkem |X|" - |X| = |X|™* rtiznych (n + 1)-tic,
protoZe se li&i bud v prvnich n nebo v poslednim prvku.
Kazdou (n+ 1)-tici (x1,...,xnt1) lze takto vytvofit z n-tice
(X1,...,xn) a prvku x,11, a tak zddna nechybi, ani nepfebyva.



Matematicka indukce

Vyrok typu: ,Pro kazdé n € N plati P(n)",
napriklad P(n): ,Na kone¢né X je |X|" uspofadanych n-tic."
|ze dokazat ve dvou krocich:

I plati P(1) — prvni krok indukce,

II. pro kazdé n lze z indukcniho predpokladu P(n)

odvodit P(n+ 1) — indukéni krok: P(n) = P(n+1).

Kdyz od P(1) pouzijeme Il. krok (n — 1)-krat za sebou, dostaneme
posloupnost implikaci: P(1) = P(2) = P(3) = --- = P(n).
Zacatek posloupnosti plati diky I., a proto plati i jeji ostatni Cleny.
Cislo n miiZe byt libovolné, proto P(n) plati pro viechna n € N.
Varianty: Kdyz misto P(1) dokazeme P(0), plati P(n) pro viechna
nezipornd celd n; kdyz misto P(n) = P(n+ 1) dokiZeme
P(n) = P(n+ 2), plati P(n) pro vSechna licha n € N, atd.
Indukéni krok lze provést i pomoci implikace se silnéjSimi
predpoklady: (P(1) A P(2) A---AP(n—1)) = P(n)


https://pixabay.com/cs/illustrations/domino-hra-soubor-tal%C3%AD%C5%99-strategie-9602003/

Pocet zobrazeni

Véta: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje m” riznych zobrazeni f: X — VY.

Duikaz: Pokud si oznaéime X = {xi,...,x,}, potom kazdé
zobrazeni f odpovida jednoznaéné usporadané n-tici prvki z Y,
jmenovité (f(x1), f(x2),...,f(xn)) a téchto n-tic je m".
Jde o bijekci mezi mnoZinou vSech zobrazeni, tj. {f: X — Y} a
mnozinou vSech moznych n-tic prvkli z Y, tj. Y X Y x --- X Y.
Jiny pohled: X fy n-krat

m moZznosti pro x; ><§ f(x2)

m moznosti pro x; : + F(x) b prvkid

Xn @ .
Ukazky: Pokud si 5 détem rozdavame ovoce tak, ze kazdé si mize
vybrat jeden kus ze &tyf moznych druhi (jablko, hrusky, merunky a
Svestky), Ize to provést 4 -4 -4 -4 .4 = 45 = 1024 zpiisoby.

Jde o pocet zobrazeni z mnoziny déti do mnoziny druhi ovoce.
Pocet slov s n pismeny z m-prvkové abecedy je m".



Pocet prostych zobrazeni
Véta: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje m(m —1)(m —2)---(m—n+1)
riznych prostych zobrazeni f: X — Y.

. pro n > m je jeden Cinitel nulovy a Zadné prosté f neexistuje.
Znacleni: Klesajici mocnina je m2=m(m—1)---(m—n+1).
Dikaz: X fY

m moznosti pro x; o f(x)
m — 1 moznosti pro x; Zg f( )}m orvk
b

. X1
m — 1+ 1 moznosti pro X, ¢
Xn)

Ukazka: Pokud si 5 déti vybere po jedné z 8 riznych hracek,
mohou si je vybrat 82 =8-7-6-5-4 = 6720 zplisoby.

Zobrazeni odpovidaji usporddanym vybériim s opakovanim

(dloha o rozdavani ovoce), zatimco prostd zobrazeni odpovidaji
usporadanym vybériim bez opakovani (tloha o rozdavani hracek).
Disledek: Usporadanych vybéri n prvkid z m-prvkové mnoziny je
m2 pro vybéry bez opakovani, a m™ pro vybéry s opakovanim.



Faktorial

Definice: Sou¢in1-2-3---n= H i

se nazyva n faktorial a znadi se n'
. pocCet prostych zobrazeni pak lze vyjadrit:
m2=m(m—-1)(m—-2)---(m—n+1)=
Poznamka: 0! = 1 (odpovida prazdnému soucinu).
Dasledek: Na n-prvkové mnoziné je n! permutaci.

Sefazeni prvkd mnoziny X lze reprezentovat jako
bijekci mezi mnozinou pozic {1,...,n} a mnozinou X.

Disledek: Riznych sefazeni prvki n-prvkové mnoZiny je také n!.
Ukazky: Na 26 pismenech je 26! riznych substituénich Sifer.
Mezi 10 divkami a 10 kluky Ize vytvorit 10! = 3628 800 parovani.

Kazdé parovani odpovida jednoznaéné prostému zobrazeni D — K,
ale také usporadani mnoziny K (pozice uruji prvky mnoziny D).



Odhad faktorialu

Otézka: Jak rychle roste faktorial?
P¥imocary odhad: n! < n”

(M2 = (1--n)(1- n) :kljlk(n+1—k):> nl = /kljlk(n—i—l—k)

Z nerovnosti n < k(n+1— k) < (%1)2 plyne: n"/2 < nl < ()"
PYesn&j3i odhad dava tzv. Stirlingova formule: nl ~ +/2wn (2)".

Ukazka: Odhad poctu substituénich Sifer

2620 = Gis6110560207157310706 674288 400203776 = 6, 16 - 1030

(%) 2 = 244724799210677 718 672625240 604,124 = 2, 45 - 10%°

26! = 403201461 126 605 635534000000 = 4, 03 - 1020

V521 (%) = = 402000993060 054 024530328 458,002 = 4, 02 - 1020

2613 = 2481152873203736576 ~ — 2,48 - 1018



1. Krok
Postav se na rovnik.
Udélej jeden krok

kazdou miliardu let.

Kolik je riznych zplsobd,
jak miZe byt uspofdddn balicek
52 karet? Odpovéd je 52!

52!=

80 658 175 170 943 878 571 660
636 856 403 766 975 289 505 440
883 277 824 000 000 000 000

~ 8,07 x 10%’

2
£

¢asu. Co s nim udelas?

Jedno kolecko kolem Zemé
trvd asi 1,26 x 1024 sekund.

2. Krok

Vypust' Tichy ocedn.

Po kazdém kolecku kolem Zemé
odeber z Tichého ocednu jednu kapkyl
vody. Pokraduj, dokud neni cely
Tichy ocedn suchy.

Na celé vyprazdnéni Tichého ocednu
Je potieba asi 1,8 x 10 sekund.

3. Krok

Postav papirovou véz.
Jakmile je Tichy ocedn prazdny,
poloz na zem jeden list papiru.
Znovu naplii Tichy ocedn a opakuj
predchozi kroky. Po kazdém
vyprdzdnéni Tichého ocednu
pFidej do véZe dalsi list.

A ted’ to nejlepsi...
Kdyz to véechno udélas,
tviij Casomér se sotva pohne.

Dosdhni Slunce.
Pokraduj, dokud tvoje

papirovd véz nedosahne
od Zemé az ke Slunci.

Postaveni véZe az k Slunci trva asi
2,7 x 104 sekund.

Pouzité hodnoty
Potet sekund v roce:
3,15x107s

Délka kroku:
1,0m

Délka rovniku:
4,01x10" m

Velikost kapky:

0,05 ml =5 x 108 m3

Objem Tichého ocednu:
7,08 x 108 km?

Pocet kapek v Tichém ocednu:
1,42 x 10%°

Tloustka jednoho listu papiru:
0,10 mm =1,0 x 104 m

Vzddlenost Zemé-Slunce:
1,5x 101 m

Poget listd papiru ve vézi
u od Zemé ke Slunci:
1,5 x 101

0]
&
@
6
0
o
0
9,

Podle pivodnf mySlenky Scotta Czepiela (czepnet/weblog/52cards html).

A jesté néco...
Tento proces (rovnik - vyprazdnit
Tichy ocedn - papirové véz - Slunce)

se da zopakovat asi 3 000x.

Nékterd ¢isla
jsou prosté
nepredstavitelnd...



https://czep.net/weblog/52cards.html

Pocet podmnozin

Véta: Kone¢na mnozina X mohutnosti n,
ma 2" riiznych podmnozin, neboli |P(X)| = 2/XI.




Pocet podmnozin
Véta: Kone¢na mnozina X mohutnosti n,
ma 2" riiznych podmnozin, neboli |P(X)| = 2/XI.
Dikaz 1: Indukci podle n. Prazdnd mnoZina ma 1 podmnozinu: ().

Indukéni krok: Oznaéme n-ty prvek symbolem x. Pak kaZzdou
podmnozinu A na zbyvajicich n — 1 prvcich Ize bud ponechat nebo
rozsifit na AU x. PoCet moznych podmnozin se vzdy zdvojnasobi.

Definice: Charakteristicka funkce podmnoziny A mnoziny X je
zobrazeni ya: X — {0,1} dané predpisem:

1 proxcA Ukazka: 26 X{ac} )
xa(x) = pro A= {a,c} C

0 prox¢A {a,b,c,d} = X 0
Dikaz 2: Charakteristickd funkce x4 uréuje A a naopak. Mame

bijekci mezi P(X) a mnozinou charakteristickych funkci na X.
Pocet podmnozin je roven poctu charakteristickych funkci, Cili 2”.

Q0T



Pocet podmnozin predepsané velikosti
Véta: Pro kazdou n-prvkovou mnozinu X a k € {0,...,n} plati,
ze X ma % = (n_”ik'),k, podmnozin velikosti k.
Definice: Cislo (,7_”7,('),1(, je binomicky koeficient a znati se ().

Ukazka: {a,bc,d}




Pocet podmnozin predepsané velikosti

Véta: Pro kazdou n-prvkovou mnozinu X a k € {0,...,n} plati,

v , nk v. . .
Ze X ma 77 = (ninik'),k, podmnozin velikosti k.

Dakaz 1: Prvky podmnoziny uspofadame jakkoli od prvniho ke
k-tému. Dostadvame prosté zobrazeni z {1,..., k} do X.
(podmnozina tvofi mnozinu obrazl zobrazeni). MozZnych zobrazeni

je nk a rozdilné mnoziny uréuji rtizna zobrazeni (nikoli naopak).

Napf. {a, ¢} dava dvé zobrazeni 1 — a,2 — c a ,

Podmnozina velikosti k ma k! rliznych usporadani svych prvki,

cili jedné podmnoziné odpovida k! rliznych prostych zobrazeni.

Potet podmnozin je roven podilu poltu prostych zobrazeni nk a

poCtu usporadani vybranych prvkd k!.

Dakaz 2: Indukci podle n: Pro n = 0 véta plati.

Indukéni krok: Zvolime jakékoli x € X. Podmnoziny X o k prvcich

Ize rozdélit na (}_1) podmnozin, co obsahuji x, a na (", ') bez x:
_ _ —1)k=t —1)k —1)kL — k

(n 1) + (n 1) _ (n—1) + (nkll) _ (n=1)"—(k+n=k) _ nk _ (n)

k—1 k) = (k=D k! = =
Pro Gplnost: krajni p¥ipady, kdy k — 1 < 0 a k > n — 1, &ili kdyz k = 0 nebo k = n je tfeba oSetfit zvl4st.




Vlastnosti binomickych koeficient(

Pasciallﬁ\{ t,roj.dhe//?/’k J:e (Z:i) + (n;l) Prok<0ak>n
usporadani binomickych ————" < definuie (" =0
koeficientli znazoriujici vztah: (x) e '
L= (o) 1
1=0G) 1=() 14 1x
1= 2=051=0) 14 2x 4 1x2
1=3)3=0)3=03) 1= 143x +3x2 + 1x®

1= 4=(6=03)4=031=(;) 1+4x+6x>+4x>+1x*
Pozorovani:

> () =(,") --- kazda mnoZina ma jednozna¢ny doplnék.

n
> kzo (1) =2" ... odpovida pottu viech podmnoZzin.



Binomicka véta
Véta: Pro kazdé n € N plati:

(e (£
k=0

Dakaz 1: Rozepiseme (1 + x)" = (1 4+ x)(1 + x) - -- (1 + x).

nXx
Clen x* Ize pti roznasobeni ziskat tak, Ze z k dvoutlenti (1 + x)
zvolime x a z ostatnich n — k dvoudlenii zvolime 1. Koeficient (})
u x¥ je potet moznosti, kolikrat Ize z n-prvkové mnoziny dvouélenii
vybrat k-prvkovou podmnozinu, tj. dvoucleny, z nichZz volime x.

Dtikaz 2: Indukci podle n: Pro n = 1: (1 + x)! = 1x% + 1x'.
Indukéni krok: (14 x)" = (14 x)""1(1 + x). Clen (1 + x)"!

n—1
zapiSeme podle indukéniho predpokladu jako > (”;1)xk,
k=0 " p

jehoZ soutin s (1 + x) pak algebraicky upravime na - (])x*:
. k=0

(Seo)Jarn=E () Ze0)= -2 () @) - £ 00~

k=0 k=0



Disledky a zobecnéni binomické véty
n
> > () =2"... dosazenim x =1 do binomické véty.

> (x4 y) =yn(E 1) =" zm(f) = z() kyn—k
. anebo kombinatoricky stejne jako u blnomlcke véty.

Multinomicka véta:
ki ko ke

(xatx2+-+x) = > (kg oo k) X107 o X
k17k27“"kt€{0’17'“7n} B
k-Hhatotke=n
kde (k17k2"’.__7kt) = W‘Ikt' je tzv. multinomicky koeficient.
Ukazka: (x +y + 2)? = x® + y2 + 2% + 2xy + 2xz + 2yz. Koeficient
u xz je dan volbou ky =1,k, =0ak,=1a (131) = 1,0‘1, =2.

n

Multinomicky koeficient (, " , ) udavé pocet rozdéleni n-prvkové

mnoziny na navzajem disjunktni mnoziny o velikostech ki, ..., k;.
Disjunktni znamena ,neprotinajici se“: A a B jsou disjunktm' S AnNB=0.
Uziti: Pocet presmyéek slova MISSISSIPPI: (1 4 2) = it =34 650.

Celkem 16 osob lze sparovat g; (, 21.6:. ,) = % = 2027 025 zplisoby.



Pocty sudych a lichych podmnozin

Otazka: Kolik ma n-prvkova mnozina M podmnozin liché velikosti?
Je jich vice, méné nebo stejné jako podmnozin sudé velikosti?

Ozna¢me L mnozinu lichych podmnozin a S sudych.
Napt. pro ¢tyfprvkovou mnozinu {a, b, ¢, d} mame:
L ={{a},{b},{c},{d},{a,b,c},{a, b d} {a c d} {b,c d}}
S ={0,{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d} {c,d},{a b c d}}

Hypotéza: Pro neprazdnou n-prvkovou je |L| = |S| = % =21
Regenf 1: Zvolime pevné jeden prvek a € M a rozdélime vSechny
podmnoziny na dvé skupiny: ty co neobsahuji a, a ty ostatni. Mezi
témito dvéma skupinami zavedeme parovani: podmnoziné X

z prvni skupiny pritadime X U a z druhé. V kazdém paru ma jedna
sudou a druha lichou velikost, proto je lichych a sudych stejné.
Pary jsou naptf.: ) — {a}, {b} —{a, b}, ..., {b.c.,d} —{a, b,c, d}.
v n n n

Regeni 2: |S| — |L| :kzo(;) > =@ =1-1)"=0

ksudé Kk liché = |S| = |L]



Neusporadané vybéry s opakovanim a bez opakovani

Podobné znéjici tlohy: Kolika zpilisoby |ze rozdélit mezi 5 déti
» 3 tresné, kazdé miiZze mit nejvyse jednu?
» 7 malin, ¢ili nékteré jich dostane i vic nez jednu?
Prvni Gloha odpovida vybéru ttiprvkové podmnoziny déti,
tj. téch, které dostanou tfe$né. To lze provést (g) = 10 zplsoby.
Jiny pohled: poéitdme rozklady 3 = a; + - - - + as, kde a; € {0,1}.

Ve druhé rozkladame 7 = a; + - - - + a5 bez dalSich podminek.
Kazdy rozklad, napt. 0 +4 + 1+ 0 + 2 lze zapsat v unarni
soustave, Cili + /Il + | + + Il . Prazdna pozice na kraji a
mezi dvéma sousednimi + + odpovidaji nulovému séitanci.
Jde o fetézce délky 11 se sedmi symboly / a ¢tyfmi symboly +.
Takovych posloupnosti, a tedy i rozd&leni malin je (171) = 330.

Dasledek: Neusporadanych vybér k prvki z n-prvkové mnoZiny je

(}) pro vybéry bez opakovani, a (”+Il§_1) pro vybéry s opakovanim.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Kolik je moznosti, jak |ze obarvit Ctyfi planky plotu Sesti
barvami? Kazda plantka ma byt jednobarevna.
d) 1296

. A kolik je moznosti obarveni plotu, pokud navic chceme, aby

plannky mély riizné barvy?
b) 360
Kolika zplisoby lze na Sachovnici 8 x 8 postavit dvé véze

riznych barev, aby se navzajem neohrozovaly?
c) 64 - 49, e) 562,

. Soucin charakteristickych funkci yax s definovany po slozkach

vztahem (xaxB)(x) = xa(x)xs(x) je

c) xans (tj. praniku).
Pravda Soucet ¢&isel ve tfech po sobé jdoucich
fadcich Pascalova trojdhelniku je vzdy délitelny sedmi.



Komentar k reseni kvizu

1. Pocet zobrazeni z Ctyfprvkové mnozZiny planék
do Zestiprvkové mnoziny barev je 6 = 1296.
2. Podobné prostych je 6-5-4-3 = % = 360.
3. Po postaveni bilé na jedno ze 64 policek zbyva cerné 49
moznosti. Algebraickou dpravou dostaneme i e).
4. Hodnotu 1 dostaneme jen v soucinu 1 -1,
cili jen u prvki, které jsou v obou mnozinach.
5. S¢itame-li n-ty az (n + 2)-hy Fadek, vychazi:
20 42l 4 2MH2 = (1 4+ 24 4).2"=7.2",



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jaka je souvislost mezi asociativitou soucinu a poctem k-tic?

> Jak se méni pocet zobrazeni vzhledem ke skladani,
pripadné provedenim mnozinovych operaci na nosnych
mnozinach?

» Jak souvisi Pascalliv trojihelnik s po¢tem nejkratsich cest
mezi dvéma protilehlymi body mfizky m x n?

Otézka z dvodu o poctu vyhodnoceni databdzovych dotazii i poctu
nékterych turnajd souvisi s tzv. Catalanovymi Cisly. Ta mj. udavaji
pocet cest ve Ctvercové mrizce, které nevstoupi pod diagonalu.



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Pojem ,permutace” nékdy oznaluje pocet permutaci (coby
vzajemné jednoznalnych zobrazeni). Poltu zobrazeni se také ¥ika
.variace", pricemz ,variace s opakovanim" berou v potaz vSechna
zobrazeni a ,variace bez opakovani“ jen prosta. Podobné termin
.kombinace bez opakovani" je totéz co binomicky koeficient.

Binomicky koeficient se Casto nazyva kombinacni cislo.
MnozZina k-prvkovych podmnozin mnoziny X se miZe znadit (),f)

Vyraz % je také roven soucinu vSech lichych &isel od 1 do 15.

Rik4 se mu dvojity faktorial a znali se 15!l. Podobné, dvojity
faktorial sudého Cisla je soucin vsech sudych Cisel v daném rozsahu.

Na 2k prvcich je (2k — 1)!! parovani (Ize ukazat i kombinatoricky).



