
Stromy a jejich vlastnosti

Definice: Strom je souvislý graf bez kružnic.
. . . prázdné grafy bez vrchol̊u, t.j. (∅, ∅) v této lekci neuvažujeme.
Pozorováńı:
Má-li graf všechny vrcholy stupně alespoň 2, pak obsahuje
libovolně dlouhý sled, v němž jsou po sobě jdoućı hrany
r̊uzné. Je-li G konečný, vrcholy se zopakuj́ı. Nejkraťśı úsek
mezi zopakováńım vrcholu určuje kružnici.
Obrácené tvrzeńı dává bezprosťredně:
Důsledek: Každý konečný strom na alespoň
dvou vrcholech má vrchol stupně 1, zvaný list.

Pozorováńı: Je-li u ∈ VG vrchol stupně 1,
pak G je strom, právě když G \ u je strom.
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. . . odebráńı či p̌ridáńı u zachová souvislost ani nevytvǒŕı kružnici.



Ekvivalentńı charakterizace stromů

Věta: Pro každý graf G jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı:
1. G je strom, neboli souvislý a bez kružnic;
2. každé dva vrcholy G spojuje právě jedna cesta;
3. G je souvislý, ale odebráńım libovolné hrany se stane nesouvislý;
4. G je bez kružnic, ale p̌ridáńım libovolné hrany vznikne kružnice;

Pro konečné grafy je nav́ıc ekvivalentńı i podḿınka:
5. G je souvislý a splňuje |E | = |V | − 1.

. . . ukážeme posloupnost implikaćı 1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4. ⇒ 1.
a zvlášt’ ekvivalenci 1. ⇔ 5.



Ekvivalence podḿınek, krok 1. ⇒ 2.

1. G je strom, neboli souvislý a bez kružnic;
2. každé dva vrcholy G spojuje právě jedna cesta;

Souvislost G udává, že každé dva vrcholy spojuje alespoň 1 cesta.

Jsou-li dva vrcholy spojeny r̊uznými konečnými cestami P a P ′,
pak hrany, ve kterých se cesty lǐśı (čili tzv. symetrický rozd́ıl
množin EP a EP′) tvǒŕı konečný podgraf, v němž jsou všechny
stupně alespoň 2. Tento podgraf obsahuje kružnici.
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Ekvivalence podḿınek, krok 2. ⇒ 3.

2. každé dva vrcholy G spojuje právě jedna cesta;
3. G je souvislý, ale odebráńım libovolné hrany se stane nesouvislý;

Existence ≥ 1 cesty mezi libovolnými vrcholy dává souvislost.

Je-li e = (u, v) ∈ E , tvǒŕı tato hrana e jedinou cestu z u do v .
Po jej́ım odebráńı z̊ustanou u a v v r̊uzných komponentách,
protože už je nespojuje žádná jiná cesta.

u ve



Ekvivalence podḿınek, krok 3. ⇒ 4.

3. G je souvislý, ale odebráńım libovolné hrany se stane nesouvislý;
4. G je bez kružnic, ale p̌ridáńım libovolné hrany vznikne kružnice;

Kdyby G obsahoval kružnici, potom odebráńım libovolné hrany e
z této kružnice by z̊ustal souvislý.

e

V souvislém grafu je mezi každými dvěma vrcholy u a v cesta P.
Pokud (u, v) /∈ E , pak p̌ridáńım e do G vznikne kružnice P ∪ e.
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Ekvivalence podḿınek, krok 4. ⇒ 1.

4. G je bez kružnic, ale p̌ridáńım libovolné hrany vznikne kružnice;
1. G je strom, neboli souvislý a bez kružnic;

Podḿınka, že G je bez kružnic, je p̌ŕımo p̌redpokládána.

Souvislost G ukážeme pomoćı obráceného tvrzeńı.

Kdyby G nebyl souvislý, zvoĺıme vrcholy u a v z r̊uzných
komponent. Přidáńım hrany (u, v) nevznikne kružnice, protože
kdyby vznikla, byly by u a v ve stejné komponentě.

u ve



Ekvivalence podḿınek, krok 1. ⇔ 5.

1. G je strom, neboli souvislý a bez kružnic; G u

G \ u
5. G je souvislý a splňuje |EG | = |VG | − 1.

Podḿınka, že G je souvislý, je na obou stranách.

Důkaz zbývaj́ıćı ekvivalence indukćı podle počtu vrchol̊u.

I. Strom o jednom vrcholu splňuje: |EG | = 0 = 1 − 1 = |VG | − 1.

II. Strom G na ≥ 2 vrcholech má list u. Graf G \ u je strom s méně
vrcholy. Pro něj plat́ı indukčńı p̌redpoklad: |EG\u| = |VG\u| − 1.
Protože |EG\u| = |EG | − 1 a |VG\u| = |VG | − 1, plyne dosazeńım:
|EG | = |EG\u| + 1 = |VG\u| − 1 + 1 = |VG | − 1

Obráceně, G nemá vrcholy stupně 0, protože by nebyl souvislý a
ani nemůže ḿıt všechny vrcholy stupně alespoň 2, protože pak by
|EG | ≥ |VG |. Tud́ıž G má vrchol u stupně 1. Nyńı |EG | = |VG | − 1
⇒ |EG\u| = |VG\u| − 1 ⇒ G \ u je strom ⇒ G je strom.



Kostra grafu

Definice: Kostra souvislého grafu G je jeho podgraf, který je
stromem (souvislý, bez kružnic) a obsahuje všechny vrcholy G .

Počet koster grafu G se znač́ı κ(G).

Ukázka:
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Grafové operace
G G − e

e

G ◦ e

Značeńı: Odebráńım hrany e z grafu G vznikne graf G − e.
Pozorováńı: Odebráńım hrany se graf může stát nesouvislý
(odebráńım tzv. mostu). Nesouvislé grafy nemaj́ı žádnou kostru.

Definice: Kontrakce hrany e = (u, v) spoč́ıvá v odebráńı e a
sloučeńı u a v do jednoho vrcholu. Ostatńı hrany z̊ustávaj́ı.
Pozorováńı: Kontrakćı mohou vzniknout násobné hrany a smyčky.

Definice: Zobecněńı grafu na strukturu s násobnými hranami a
smyčkami se nazývá multigraf. Kostry multigraf̊u splňuj́ı:
▶ Žádná kostra neobsahuje smyčku (jde o cyklus délky 1).
▶ Různá vlákna násobné hrany odpov́ıdaj́ı r̊uzným kostrám.



Rekurence pro hranu (nikoli smyčku)
G G − e

e
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↑ pro smyčku e plat́ı: κ(G) = κ(G − e)

Strom rekurence může být exponenciálně velký vzhledem
k velikosti původńıho grafu.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Je každý strom bipartitńı?
▶ Plat́ı, že každý konečný graf má alespoň dva listy?
▶ Je požadavek konečnosti nezbytný?
▶ Co by muselo být splněno, aby listy byly alespoň ťri?
▶ Které daľśı kombinace podḿınek z věty o ekvivalentńıch

definićıch stromu definuj́ı strom a které nikoli?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Graf bez kružnic se nazývá les. Plat́ı tedy, že souvislý les je strom.
Terḿın strom pocháźı také od J. J. Sylvestera.
Pro hierarchické struktury se použ́ıvaj́ı stromy s orientovanými
hranami, p̌ričemž hrany jsou orientovány směrem ke kǒreni stromu,
(též mohou být všechny orientovány obráceně, t.j. od kǒrene).
Pro relaci znamenaj́ıćı ”u lež́ı na cestě mezi v a kǒrenem“
se použ́ıvá terḿın u je p̌redek v . Podobně se definuj́ı potomci;
u bezprosťredně soused́ıćıch vrchol̊u pak relace rodič/d́ıtě;
u vrchol̊u se společným rodičem sourozenci apod.


