Stromy a jejich vlastnosti

Definice: Strom je souvisly graf bez kruznic.

Pozorovant:

Ma-li graf vSechny vrcholy stupné alespon 2, pak obsahuje
libovolné dlouhy sled, v némz jsou po sobé jdouci hrany
rizné. Je-li G konecny, vrcholy se zopakuji. Nejkratsi isek
mezi zopakovanim vrcholu ur€uje kruznici.

Obracené tvrzeni dava bezprostfedné:
Dasledek: Kazdy konecny strom na alespon
dvou vrcholech ma vrchol stupné 1, zvany /ist. G u

Pozorovani: Je-li u € Vi vrchol stupné 1, G\u
pak G je strom, pravé kdyz G \ u je strom.

. odebrani ¢i ptidani u zachova souvislost ani nevytvori kruznici.



Ekvivalentni charakterizace stromu

Véta: Pro kazdy graf G jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. G je strom, neboli souvisly a bez kruznic;

2. kazdé dva vrcholy G spojuje pravé jedna cesta;

3. G je souvisly, ale odebranim libovolné hrany se stane nesouvisly;

4. G je bez kruznic, ale pridanim libovolné hrany vznikne kruznice;
Pro konec¢né grafy je navic ekvivalentni i podminka:

5. G je souvisly a spliiuje |E| = |V| — 1.

. ukazeme posloupnost implikaci 1. = 2. = 3. = 4. = 1.
a zvlast ekvivalenci 1. < 5.



Ekvivalence podminek, krok 1. = 2.
1. G je strom, neboli souvisly a bez kruznic;
2. kazdé dva vrcholy G spojuje pravé jedna cesta;
Souvislost G udava, ze kazdé dva vrcholy spojuje alespori 1 cesta.

Jsou-li dva vrcholy spojeny riiznymi koneénymi cestami P a P/,
pak hrany, ve kterych se cesty lisi (ili tzv. symetricky rozdil
mnozin Ep a Ep/) tvofi koneény podgraf, v némz jsou vechny
stupné alespon 2. Tento podgraf obsahuje kruznici.
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Ekvivalence podminek, krok 2. = 3.

2. kazdé dva vrcholy G spojuje pravé jedna cesta;

3. G je souvisly, ale odebranim libovolné hrany se stane nesouvisly;
Existence > 1 cesty mezi libovolnymi vrcholy d4véa souvislost.

Je-li e = (u,v) € E, tvofi tato hrana e jedinou cestu z u do v.
Po jejim odebréni zlistanou u a v v rliznych komponentéach,
protoZe uz je nespojuje zadna jina cesta.




Ekvivalence podminek, krok 3. = 4.

3. G je souvisly, ale odebranim libovolné hrany se stane nesouvisly;

4. G je bez kruznic, ale pfidanim libovolné hrany vznikne kruznice;

Kdyby G obsahoval kruznici, potom odebranim libovolné hrany e
z této kruznice by zlstal souvisly.

Pasal

V souvislém grafu je mezi kazdymi dvéma vrcholy v a v cesta P.
Pokud (u,v) ¢ E, pak pfidanim e do G vznikne kruznice P U e.
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Ekvivalence podminek, krok 4. = 1.
4. G je bez kruznic, ale pfidanim libovolné hrany vznikne kruznice;
1. G je strom, neboli souvisly a bez kruznic;
Podminka, ze G je bez kruznic, je pfimo predpokladéna.
Souvislost G ukdZzeme pomoci obraceného tvrzeni.

Kdyby G nebyl souvisly, zvolime vrcholy u a v z riiznych
komponent. P¥idanim hrany (u, v) nevznikne kruZnice, protoze
kdyby vznikla, byly by u a v ve stejné komponenté.




Ekvivalence podminek, krok 1. < 5.

1. G je strom, neboli souvisly a bez kruznic; G u
5. G je souvisly a spliiuje |Eg| = |Vg| — 1.
G\u
Podminka, ze G je souvisly, je na obou stranach.
Dakaz zbyvajici ekvivalence indukci podle poétu vrchold.

[. Strom o jednom vrcholu spliiuje: |[Eg| =0=1—-1=|Vg| — 1.

[I. Strom G na > 2 vrcholech ma list u. Graf G\ u je strom s méné
vrcholy. Pro ngj plati indukéni predpoklad: |Eg\,| = |Ve\ul — 1.
Protoze |Eg\,| = |Ec| — 1 a [Vg\ul = [ V| — 1, plyne dosazenim:
|El = |Eq\ul +1=|Va\ul -1+ 1= V5| -1

Obracené, G nema vrcholy stupné 0, protoze by nebyl souvisly a
ani nem{ize mit vSechny vrcholy stupné alespon 2, protoze pak by
|Eg| > |Vg|. Tudiz G méa vrchol u stupné 1. Nyni |Eg| = |Vg| — 1
= [Eg\ul = |Ve\ul =1 = G\ u je strom = G je strom.



Kostra grafu

Definice: Kostra souvislého grafu G je jeho podgraf, ktery je
stromem (souvisly, bez kruznic) a obsahuje viechny vrcholy G.

Pocet koster grafu G se znali x(G).
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Grafové operace

G ii G—e Goe

Znaceni: Odebranim hrany e z grafu G vznikne graf G — e.
Pozorovani: Odebranim hrany se graf miZe stat nesouvisly
(odebranim tzv. mostu). Nesouvislé grafy nemaji Zadnou kostru.
Definice: Kontrakce hrany e = (u, v) spociva v odebréni e a
slou¢eni u a v do jednoho vrcholu. Ostatni hrany zlstavaji.
Pozorovani: Kontrakci mohou vzniknout nasobné hrany a smycky.
Definice: Zobecnéni grafu na strukturu s ndsobnymi hranami a
smyckami se nazyva multigraf. Kostry multigrafl spliuji:

> Z4dné kostra neobsahuje smyku (jde o cyklus délky 1).
» Riizna vldkna nasobné hrany odpovidaji riiznym kostram.



Rekurence pro hranu (nikoli smycku)

G Goe
e
K(G) = + k(Goe)
e

kostry s hranou e
. . — p¥i dekontrakci
hranu e pfidame



Cast stromu stromu rekurence

A lg:
AR N e
:;&;Cg;

1 pro smyéku e plati: K(G) = k(G — €)

Strom rekurence mize byt exponencialné velky vzhledem
k velikosti ptvodniho grafu.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

Je kazdy strom bipartitni?
Plati, ze kazdy konecny graf ma alespon dva listy?
Je pozadavek konecnosti nezbytny?

Co by muselo byt splnéno, aby listy byly alespon tfi?

vVvyYyyVvyy

Které dalsi kombinace podminek z véty o ekvivalentnich
definicich stromu definuji strom a které nikoli?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Graf bez kruznic se nazyva /es. Plati tedy, Ze souvisly les je strom.
Termin strom pochazi také od J. J. Sylvestera.

Pro hierarchické struktury se pouzivaji stromy s orientovanymi
hranami, ptficemz hrany jsou orientovany smérem ke koreni stromu,
(téz mohou byt vSechny orientovany obracené, t.j. od kofene).

Pro relaci znamenajici ,u lezi na cesté mezi v a kofenem”

se pouziva termin u je predek v. Podobné se definuji potomci
u bezprostifedné sousedicich vrcholi pak relace rodic/dité;

u vrcholli se spole¢nym rodi¢em sourozenci apod.



