Cesty, tahy, sledy
. réizné moznosti pfechodu mezi dvéma vrcholy.

Definice: Cesta v grafu G je jeho podgraf, ktery je izomorfni cesté.
Jinymi slovy, je to posloupnost vy, ..., v, riznych vrcholli z G
vybranych tak, ze (vi,v2),...,(Va—1,Vs) jsou v G hrany.

Pozorovani: Cesta ma rlizné vrcholy, proto se jeji hrany neopakuji.

Definice: Tah v grafu G je posloupnost v, ..., v, vrcholi z G
vybranych tak, ze (vi, v2),...,(Va—1, V) jsou v G rizné hrany.
. v tahu se hrany neopakuji, vrcholy se mohou opakovat.

Definice: Sled v grafu G je posloupnost vy, ..., v, vrcholii z G
vybranych tak, ze (vi,v2),...,(Va—1, V) jsou v G hrany.
. ve sledu se mohou opakovat vrcholy i hrany.

Pozorovani: Kazda cesta je zaroven i tahem; kazdy tah je i sled.
Podobné jako u cest je délka tahu ¢i sledu dana poctem hran.



Souvislé grafy
. po hranach Ize ptejit z libovolného vrcholu do vSech ostatnich.
Pozorovani: Spojuje-li dva vrcholy sled, pak jsou spojené i cestou.
. vynechani tseku mezi opakovanymi vyskyty téhoZz vrcholu
zkrati sled. Nelze-li uz sled takto zkratit, jde o cestu.
Ukazka: Ve sledu m,r,a,m,o0,r,0,v,a,n,y se opakuje napr. m.
Vynechanim udseku m, r, a, m dostaneme sled m,o0,r,0,v,a,n,y.
V dalsi iteraci jej zkratime na tah m, o, v, a, n, y. Postupl je vice,
napr. vynechani a, m, o, r, 0, v, a vede rovnou na tah m,r,a, n,y.
Definice: Graf je souvisly, pokud mezi kazdymi jeho dvéma vrcholy
vede cesta; v opaéném pripadé je nesouvisly. O
Ukazka:
Méjme graf G, jehoz vrcholy V tvofi pole
Sachovnice, a hrany odpovidaji moznym tahdm
strelce; napt. (c4,fl) € E. Tento graf tahi
strelce je nesouvisly, protoze strelec nemize
prejit ze svétlého pole na tmavé.




Komponenty souvislosti

. odpovidaji rozstépeni grafu na oddélené Casti.

Definice: Komponenta souvislosti grafu je
jeho podgraf, ktery je souvisly a zaroven i
maximalni vzhledem k inkluzi (tj. neni vlastnim
podgrafem jiného souvislého podgrafu).

Ukazky: Graf tahi stfelce ma dvé komponenty.
Jednu tvofi svétla pole a druhou tmava pole.

Komponenty grafu na hvézdné mapé jsou
souhvézdi, izolované hvézdy, planety a galaxie.

Pozorovani: Souvislé grafy maji jen jednu komponentu souvislosti.



Eulerovsky tah

Definice: Tah, co zadina i kondi ve stejném vrcholu, je uzavreny.
Tah, ktery obsahuje v8echny hrany, se nazyva eulerovsky.

Pozorovani: Ma-li graf uzavreny eulerovsky tah:

Ukazka:
> musi byt aZ na izolované vrcholy souvisly,
protoze hrany tahu urcuji souvisly podgraf,
» musi mit vSechny stupné sudé, protoze
kazdy priichod vrcholem zvysi stupen o 2,
P je konecny.
Véta:

Koneény graf bez izolovanych vrcholt ma uzavieny eulerovsky tah,
pravé kdyz je souvisly a zaroven ma stupné vsech vrcholl sudé.

Poznamka: Pokud neni tfeba, aby mél graf uzavreny eulerovsky
tah, ale ,,jen" eulerovsky tah, smi mit dva vrcholy lichého stupné.
V jednom z nich eulerovsky tah za¢ne a ve druhém skondi.



Nalezeni uzavreného eulerovského tahu v grafu G

>
>

vvyyvyy

Z libovolného vrcholu u vedeme co nejdelsi tah T.

Tah prodluzujeme o nové hrany, dokud je to mozné, coz Ize

v kazdém v rlizném od u. Priichody skrz v nezméni paritu
poctu volnych hran, ale pfichod do v v poslednim kroku ji
zméni ze sudé na lichou, Cili ve v zbyva alespon 1 volna hrana.
nelze-li tah T prodlouZit, konéi v u, neboli T je uzavreny.
Pokud T neni eulerovsky, urCuji zbyvajici hrany neprazdny
podgraf H grafu G. Tento podgraf H nemusi byt souvisly, ale
ma sudé stupné. Plyne z parity rozdilu, v T jsou sudé stupné.
Diky souvislosti G je na T vrchol w s kladnym stupném v H.
Stejnym zplsobem nalezneme v H uzavfeny tah S z w do w.
Tah T prodlouzime tim, ze na misté vrcholu w vlozime tah S.
Opakujeme tak dlouho, dokud nepouiijeme vsechny hrany G.

TWH T ws




Diikaz tézsi implikace z véty sporem
Pozorovani: Kazdy koneény graf se sudymi stupni alespon 2
obsahuje uzavfeny tah zacinajici v libovolném vrcholu w.

Princip dikazu sporem: Namisto implikace A = B dokazeme
ekvivalentni vyrok (A A =B) = 0.

Dikaz «<: Méjme konecny souvisly graf G se sudymi stupni, ktery
neobsahuje eulerovsky tah. Diky Pozorovani ma G alespon jeden
uzavreny tah. Za T zvolime nejdelsi takovy tah. Graf G je
konecny, proto ma jen konecné tahy, a tak je tato volba korektni.

Mnozina E¢ \ E7 indukuje neprazdny graf, protoze tah T neni
eulerovsky. Zvolme za H libovolnou jeho komponentu. Kazdy
vrchol H néalezi néjaké hrané v H, proto ma v H stupen alespon 1.
H ma sudé stupné, nebot jde o rozdily sudych stupiitiv Gav T.
Diky souvislosti G existuje vrchol w lezici zarovenh na T i na H.

Podle Pozorovani H obsahuje uzavfeny tah S zalinajici ve w.
O tento tah lze prodlouzit T. Proto T neni nejdelsi uzavfeny tah
v grafu G, coz dava spor s volbou T.



Doplnujici poznamky

Dikaz pozorovani uz byl popsan dfive. Forméalné jako konstrukce
posloupnosti, kterou lze prodlouzit v kazdém vrcholu v riizném od
u, protoze na tahu byl pouzit lichy pocet hran obsahujicich v,

a tedy alespon jedna nepouzitd hrana zbyva.

Existence w: Protoze G je souvisly, existuje v G cesta z néjakého
vrcholu z H do u (které lezi na T). Pokud se na této cesté
vyskytnou hrany z T i z H, potom lze vybrat dvé po sobé jdouci
hrany na této cesté tak, ze jedna patfi do Et a druha do Ey.
Jejich spolecny vrchol je w. Pokud je celad cesta v T, lze za w vzit
jeji prvni vrchol a podobné je-li celd v H, Ize za w vzit posledni.

VloZeni tahu: oba tahy jsou formalné konecné posloupnosti. Tah T
rozdélime v pozici w na dvé podposloupnosti. Z téchto dvou
podposloupnosti a z S sestavime novou posloupnost pomoci
operace zretézeni.



Matice sousednosti

Definice: Matice sousednosti grafu G na vrcholech vy,..., v,
1 pokud (v;,vj) € E,
0 pokud (vj,v;) ¢ E.
Pozorovéani: Druha mocnina matice sousednosti A? grafu G mé na
pozici (A2),-j pocet spolecnych sousedii vrcholl v; a vj, neboli
pocet sledii délky 2 z v; do v;. Volba i = j dava (A?); = deg(v).

je matice A € R™" takova, ze aj; =

n
Diikaz: Ve vzorci pro souéin (AZ),-J- = > ajkay; jsou oba Cinitelé
k=1
rovny 1, pravé kdyz je v, sousedi s v; i s vj; jinak je souCin roven 0.

Dusledky: Pro k € N m4 k-t4 mocnina matice sousednosti A
grafu G mé na pozici (Ak),-j pocet sledii délky k z v; do v;.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Ma kazdy souvisly graf cestu, kterd projde vsemi vrcholy?
Ma kazdy souvisly graf tah, ktery projde vSsemi hranami?
Ma kazdy souvisly graf sled, ktery projde vSemi hranami?

» Kolik nejvice hran miZe mit graf na n vrcholech
s k komponentami souvislosti?

» Jaké vlastnosti museji mit grafy, které |ze nakreslit jednim
orientovanym tahem a které maji vSechny hrany orientované?

> A co kdyby byly jen nékteré hrany orientované?

» Pokud Ize graf s eulerovskym tahem nakreslit bez k¥izeni hran,
Ize pak nalézt tah takovy, ze se nekfizi ani ve vrcholech?

» Jaké grafové operaci odpovida soucet matic sousednosti?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Souvislé grafy s eulerovskym tahem se
nazyvaji eulerovské na pocest Svycarského
matematika L. Eulera, ktery v roce 1736
vyresil problém kraloveckych mosti.

Jde o jeden z prvnich poznatki teorie
grafti, jak je s mirnou nadsdzkou a velkym
respektem zpivano v jeji hymné.

Leonhard Euler
1707 — 1783

Pozor na pfibuzny, ale odlisny koncept matice incidence
1 pokud v; € ¢

I € RIVIXIEI dané predpisem: (1);; =
predp (D 0 pokud v; ¢ ¢;


https://www.dmgt.uz.zgora.pl/publish/pdf.php?doi=1036

