Grafy
Definice: Graf se znali G = (V/, E), kde V je mnozina
s 7 v 7z \%4
(obvykle neprazdna a konetnd) a E C ().
Symbol (\2/) zna&i mnozinu viech dvojic z V.

Terminologie vychazi z mnohosténd:

Prvky mnozniny V' se nazyvaji vrcholy
a znadi se obvykle u, v apod.

Mnozina E obsahuje vybrané dvojice vrcholl neboli tzv. hrany.
Hrany se znadi e = (u, v), ale jde o neusporadané dvojice,

¢ili forméalné jsou to dvouprvkové podmnoziny {u, v}.

Vrcholy tvorici hranu se nazyvaji sousedni.

Pozor na podobné nazvané, ale principialné jiné objekty:




Vybrané typy grafi

Prazdny graf je graf bez hran.

Uplny graf obsahuje véechny mozné dvojice na mnoziné vrcholi.
Cesta méa serazené vrcholy a sousedi jen po sobé jdouci dvojice.
Kruznici neboli cyklus ziskdme z cesty spojenim krajnich vrchol.

n prazdny K, P,
Forméalné, pro V,, = {v1,...,vp}: 1 . . .
» prazdny graf je (V,,0), 2 AR
» Gplny graf je K, = (Vn, (‘;”)) 3 ' :
» cesta P, ma hrany 4 .. :
Ep, = {(vi,vit1): 5 o .
ie{l,...,n—1}}, ..
» cyklus C, pro n > 3 ma hrany 6 o o ‘
Ec, = Ep, U{(v1, )}




Stupné

Definice: Stuperi vrcholu v je roven poctu hran, kterym v nélezi.

Forméalné: deg(v) = |[{e: v € e}
G 2-regularn{

Regularni graf ma vsechny stupné stejné.
Nap¥. kazda kruznice je 2-regularni graf a

aplny graf K, je (n — 1)-regularni. 6-regularni

Pozorovani (princip sudosti): Soucet vech stupid v kone¢ném
grafu je roven dvojnasobku poctu hran: Y deg(v) = 2|E|
veV

Dikaz: 2 2+3+3+
Kazda hrana ma dva konce 3 2+3+1=
Y v , . Y 2.7=14
a kazdy takovy konec je zapocten
. : 2 301
ve stupni jen u jednoho vrcholu.

Disledek: Konecny graf ma sudy pocet vrcholii lichého stupné.

Otéazka: Stadi stupné € Z, min > 0, max < n — 1 a sudy soucet?



Podgrafy

. situace kdy chceme popsat je Cast vztahi,
Cili se zaméFime jen na nékteré vrcholy a nékteré hrany.

Definice:

Graf H = (Vy, Ey) je podgrafem grafu G = (Vg, Eg),

pokud Vi C Vg a Ey C Eg N (VZH)

Graf H je navic podgrafem indukovanym mnozinou Vy,

pokud u hran plati rovnost namisto inkluze, &ili Ey = Eg N (‘g”)

Ukazka:

graf G podgraf H indukovany
/ podgraf H

Indukovany podgraf obsahuje vSechny hrany grafu G,
které maji oba konce ve zvolené mnoziné Vy.




Isomorfismus grafi

. popisuje vztah mezi dvéma grafy,
které se lisi jen nazvy vrchlold, ale jinak maji stejnou strukturu.

Definice: Graf G je isomorfni grafu H pokud existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni f: Vg — Vi splnujici:
Yu,v € Vg: (u,v) € Eg < (f(u),f(v)) € Ep.

Ukazky:
G 1 2 u flu) H, p . C d
1 c
6 3 3 ¢ e
4 f
5 b
5 4 6 e d e f b f
Graf K, mé () (indukovanych) podgrafii isomorfnich K,

a n("gl) podgrafil isomorfnich Ps.



Bipartitni grafy
... grafy, v nichz hrany vedou jen mezi dvéma skupinami vrcholi

Definice: Graf G = (V, E) se nazyva bipartitni, jde-li V rozdélit na
dvé disjunktni mnoziny A a B, a kazda hrana vede mezi A a B:
JALBCV:V=AUBAVecE:(eNnA#DAenB#0)

Ukazka:

HEWN JA S A
A\ X &t/
§ N ) B EV\ { B

Up/ny bipartitni graf Kp , je takovy bipartitni graf, ktery ma
vSechny hrany mezi mnozinami A velikosti m a B velikosti n.

PN

Pozorovani: Kazdy bipartitni graf je podgrafem néjakého Gplného
bipartitniho grafu.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Kolik hran ma Gplny graf K, a kolik tplny bipartitni K, ,?

» Které cesty a které kruznice jsou izomorfni Gplnym grafim,
resp. Uplnym bipartitnim grafiim?

» Kolik ma n-vrcholovy graf indukovanych podgrafti?

» Pomoci jakych zobrazeni |ze definovat podgrafy a indukované
podgrafy?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Vrcholy byvaji nékdy nazyvany uzly.

Termin graf pochazi od J. J. Sylvestera,
ktery jej zavedl v roce 1878 jako synonymum
pro Kekulého diagram struktury molekul.

Lze se setkat s definici grafii, v nichz jsou
hrany usporadané dvojice. Tyto struktury se
obvykle nazyvaji orientované grafy.

Zobecnéni grafli v nichZz jsou povoleny
smycky u vrcholi anebo nasobné hrany,

James Joseph

Sylvester
pripadné i pllhrany se nazyvaji multigrafy. 1814 — 1897

Pro zdliraznéni, Ze graf neobsahuje zddné smycky, pilhrany ani
nasobné hrany se pouziva termin prosty graf.



