
Grafy
Definice: Graf se znač́ı G = (V , E ), kde V je množina
(obvykle neprázdná a konečná) a E ⊆

(V
2
)
.

Symbol
(V

2
)

znač́ı množinu všech dvojic z V .
Terminologie vycháźı z mnohostěnů:
Prvky množniny V se nazývaj́ı vrcholy
a znač́ı se obvykle u, v apod.
Množina E obsahuje vybrané dvojice vrchol̊u neboli tzv. hrany.
Hrany se znač́ı e = (u, v), ale jde o neuspǒrádané dvojice,
čili formálně jsou to dvouprvkové podmnožiny {u, v}.
Vrcholy tvǒŕıćı hranu se nazývaj́ı sousedńı.

Pozor na podobně nazvané, ale principiálně jiné objekty:

Graf funkce Statistický či finančńı graf



Vybrané typy graf̊u
Prázdný graf je graf bez hran.
Úplný graf obsahuje všechny možné dvojice na množině vrchol̊u.
Cesta má sěrazené vrcholy a soused́ı jen po sobě jdoućı dvojice.
Kružnici neboli cyklus źıskáme z cesty spojeńım krajńıch vrchol̊u.

Formálně, pro Vn = {v1, . . . , vn}:
▶ prázdný graf je (Vn, ∅),
▶ úplný graf je Kn =

(
Vn,

(Vn
2

))
,

▶ cesta Pn má hrany
EPn =

{
(vi , vi+1) :
i ∈ {1, . . . , n − 1}

}
,

▶ cyklus Cn pro n ≥ 3 má hrany
ECn = EPn ∪ {(v1, vn)}.
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Stupně
Definice: Stupeň vrcholu v je roven počtu hran, kterým v nálež́ı.
Formálně: deg(v) = |{e : v ∈ e}|

Regulárńı graf má všechny stupně stejné.
Nap̌r. každá kružnice je 2-regulárńı graf a
úplný graf Kn je (n − 1)-regulárńı. K7
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Pozorováńı (princip sudosti): Součet všech stupňů v konečném
grafu je roven dvojnásobku počtu hran:

∑
v∈V

deg(v) = 2|E |
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2 + 3 + 3 +
2 + 3 + 1 =
2 · 7 = 14

Důkaz:
Každá hrana má dva konce
a každý takový konec je započten
ve stupni jen u jednoho vrcholu.

Důsledek: Konečný graf má sudý počet vrchol̊u lichého stupně.
Otázka: Stač́ı stupně ∈ Z, min ≥ 0, max ≤ n − 1 a sudý součet?



Podgrafy
. . . situace kdy chceme popsat je část vztahů,
čili se zamě̌ŕıme jen na některé vrcholy a některé hrany.
Definice:
Graf H = (VH , EH) je podgrafem grafu G = (VG , EG),
pokud VH ⊆ VG a EH ⊆ EG ∩

(VH
2

)
.

Graf H je nav́ıc podgrafem indukovaným množinou VH ,
pokud u hran plat́ı rovnost naḿısto inkluze, čili EH = EG ∩

(VH
2

)
.

Ukázka:
graf G podgraf H indukovaný

podgraf H

Indukovaný podgraf obsahuje všechny hrany grafu G ,
které maj́ı oba konce ve zvolené množině VH .



Isomorfismus graf̊u

. . . popisuje vztah mezi dvěma grafy,
které se lǐśı jen názvy vrchlol̊u, ale jinak maj́ı stejnou strukturu.

Definice: Graf G je isomorfńı grafu H pokud existuje
vzájemně jednoznačné zobrazeńı f : VG → VH splňuj́ıćı:
∀u, v ∈ VG : (u, v) ∈ EG ⇔ (f (u), f (v)) ∈ EH .

Ukázky:
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podgraf̊u isomorfńıch P3.



Bipartitńı grafy
. . . grafy, v nichž hrany vedou jen mezi dvěma skupinami vrchol̊u

Definice: Graf G = (V , E ) se nazývá bipartitńı, jde-li V rozdělit na
dvě disjunktńı množiny A a B, a každá hrana vede mezi A a B:
∃A, B ⊆ V : V = A ∪̇ B ∧ ∀e ∈ E : (e ∩ A ̸= ∅ ∧ e ∩ B ̸= ∅)

Ukázka:
G

B

A
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AK5,3

Definice:
Úplný bipartitńı graf Km,n je takový bipartitńı graf, který má
všechny hrany mezi množinami A velikosti m a B velikosti n.

Pozorováńı: Každý bipartitńı graf je podgrafem nějakého úplného
bipartitńıho grafu.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Kolik hran má úplný graf Kn a kolik úplný bipartitńı Km,n?
▶ Které cesty a které kružnice jsou izomorfńı úplným graf̊um,

resp. úplným bipartitńım graf̊um?
▶ Kolik má n-vrcholový graf indukovaných podgraf̊u?
▶ Pomoćı jakých zobrazeńı lze definovat podgrafy a indukované

podgrafy?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Vrcholy bývaj́ı někdy nazývány uzly.

Terḿın graf pocháźı od J. J. Sylvestera,
který jej zavedl v roce 1878 jako synonymum
pro Kekulého diagram struktury molekul.

Lze se setkat s definićı graf̊u, v nichž jsou
hrany uspǒrádané dvojice. Tyto struktury se
obvykle nazývaj́ı orientované grafy.

Zobecněńı graf̊u v nichž jsou povoleny
smyčky u vrchol̊u anebo násobné hrany,
p̌ŕıpadně i půlhrany se nazývaj́ı multigrafy.

James Joseph
Sylvester

1814 – 1897

Pro zdůrazněńı, že graf neobsahuje žádné smyčky, půlhrany ani
násobné hrany se použ́ıvá terḿın prostý graf.


