Nahodné veliCiny

... popisuji, jakou hodnotou mize skoncit néjaky ndhodny pokus
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pocCet ok na hozené kostce, pfipadné na vice kostkach
pocet orld p¥i hodu n mindi, ’

¢as doruceni balicku,

vySe Skody pfi autonehodé,
vysledné umisténi daného zavodnika,
pocet zmetk( vyrobenych dany den,
pocet obslouzenych zakazniki,

nejdelsi délka fronty,

[, 55T

v informatice maximalni zaplnéni bufferu,

pocet pevnych bodl ndhodné permutace na n prvcich.

Kromé pripadll, co mohou v pokusu nastat ... elementarni jevy w,
treba znat i jejich ohodnoceni ... zobrazeni Q2 — R.



Nahodna veli¢ina
Definice: Nahodna velicina na diskrétnim pravdépodobnostnim

prostoru (€2, P) je zobrazeni Q — R. Zna&i se X, X1, Y apod.

Casto jde o identitu, napf. u X; — poctu ok na jedné kostce,
¢asu doruceni bali¢ku nebo poctu zmetkd. Zalezi na vybudovani .

Ukazka: Xo — soucet ok na dvou rlznych kostkach:
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Vsimnéte si, ze X> neni prosté zobrazeni.



Operace s ndhodnymi veliCinami

V ramci jednoho nahodného pokusu Ize zjistit vic veli¢in najednou.
Nové veliCiny Ize odvodit matematickymi operacemi a funkcemi.
Ukazky:
» Rovnomérné vybrané nahodné Cislo od 0 do 5 Ize ziskat
hodem kostkou a odeltenim 1, neboli jde o veli¢inu X; — 1.

P Index télesné hmotnosti je ndhodna veli¢ina dana vyrazem
BMI = hmotnost v kg

(t&lesna vyska v m)?

» Hod dvéma kostkami dava nejen celkovy pocet ok Xo, ale i
pocty ok na jednotlivych kostkach. Obé tyto veli¢iny maji
stejné rozdéleni jako X1, ale jsou definovany na jiném Q.

Definice: Pro o € R a nahodnou veli¢inu X je jeji a-nasobek
nahodna veli¢ina aX na téze Q dana: (aX)(w) = aX(w).
Souctem nahodnych veli¢éin X a Y na € rozumime ndhodnou
veli¢inu X + Y danou: (X + Y)(w) = X(w) + Y(w).

Analogicky, soucin XY je dan predpisem: (XY)(w) = X(w) Y (w).



Stredni hodnota nahodné veliCiny

. zobecnéni priimérného ocekavani,
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jde o vazeny priimér, kde vahy odpovidaji pravdépodobnostem.

Kolik Sestek priimérné padne p¥i hodu 10 kostkami?

Jak dlouho se obvykle ¢eka na tramvaj? @
Jaky je primérny plat? | kdyz vétsina & P\ ¢
zaméstnancl ma podprimérny plat, @b ‘®

s o v v v . L4 o0
ma zas nadprumerne casto narozeniny. \'_@ N\ o
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Jaka je prlimérna skoda pfi havdrii auta,
prepocteno na vsechna auta daného modelu a rok?
Jaky je obvykly pocet uzivatell prihlasenych na server?

Kolik pevnych bodi ma ndhodné zvolend permutace n prvki?

Priimérné ocekavani zavisi na:

hodnotach, které ndhodna veli¢ina nabyva

. a jejim rozdéleni pravdépodobnosti.



Stredni hodnota nahodné veliCiny

Definice: Stredni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny X
na prostoru (2,P) je > X(w)P[{w}]. Zna&i se E[X].
weN

Na nekone¢né Q nemusi soulet konvergovat; pak E[X] neexistuje.
Ukazka: X; — hod jednou kostkou

Pravd&podobnostni
E[Xl] = 17 funkce
1 1 1 1 1 1 _ 7 St¥edni hodnota
1i+2l4+3l4al4s5ly6l=1 o

Pozorovani: Slouéeni jevii se stejnou
hodnotou x ndhodné veli¢iny X dava:

E[X] = ;XP[X = x],

pFicemz staci scitat pres obor hodnot X.



Linearita stredni hodnoty

Véta: Pro ndhodné veli¢iny X a Y s kone¢nymi strednimi
hodnotami a libovolné o € R plati:

» E[X + Y] = E[X]+ E[Y] (linearita vi¢i souctu) a
» E[aX] = «E[X] (linearita vici redlnému nasobku).
Ukazka: X> — hod dvéma kostkami
12
EGl= X xP[X=x]=2-&+3- 2+ +12- & =7
x=2

Pravdépodobnostni

Y1 — d&islo na prvni, Cervené kostce 17 funkee
Z1 — ¢&islo na druhé, modré kostce St?ed'é'[;"]d”‘)ta
2

. riizné veli¢iny na stejném Q jako X>.
Vypocet stredni hodnoty podle
predpisu E[X] = >~ xP[X = x] d4
X

E[V1] = E[Z1] = § 0h 2 4 618 1012
Plati X = Y1 + Z3, a proto E[Xo] =7 = £ + I = E[V1] + E[Z].



Linearita stredni hodnoty

Véta: Pro ndhodné veli¢iny X a Y s kone¢nymi strednimi
hodnotami a libovolné o € R plati:

» E[X + Y] = E[X]+ E[Y] (linearita vi¢i souctu) a
» E[aX] = «E[X] (linearita vici redlnému nasobku).

Dikaz: Rozepsanim definic: E[aX] = Q( X)(w)P[{w}]
=X aX(w)P[{w}] = a P X(@)Pl{}] = aE[X]

B+ 7] = % (X+ )(w)PHw}] ZEQ(X(’W‘H )PHw}]
= 2 X(w)P [{w}] = E[X] +

Poznamka: Pomoci soulinu pravdépodobnostnich prostori Ize
soucet i soucin ndhodnych veli¢in definovat obecnéji i pro ndhodné
veli¢iny na riiznych prostorech. Casto pti opakovani pokusu, napf.
pocet orld pti n hodech minci je soucet n veli¢in jednotlivych hodi.
Véta o linearité stfedni hodnoty plati i v tomto kontextu.



Indikator

. pomaha rozlozit slozité ndhodné veli¢iny na jednodussi.

Definice: Indikator jevu A C € je ndhodné veli¢ina 4 takova, ze

Ia(w) 1 prow €A,
w) =
A 0 prowé¢ A

Pozorovani: E[/4] = w%jﬂ la(w)P{w}] = WZG:AP[{W}] = P[A].

Ukazka: Kolik priimérné padne Sestek pfi hodu n kostkami?

Ozna¢me tuto nahodnou veli¢inu X. Pro i € {1,..., n} zavedeme

jev A; oznacujici, zda na i-té kostce padla Sestka.

Plati X = Ia, + -+ + la, a také E[ls] = P[A] = %.

Z linearity stfedni hodnoty dostdvame: 3 @ @

E[X] = E[la, +--- + Ia,] DL @
=E[la] + -+ E[la,] e S A4

= P[A)] +---+P[A,)] = 2. !ﬁ



Ukazky indikatorové metody

Hrajeme-li marias, kolik srdcovych karet
|ze oekavat v prvnich péti rozdanych kartach?

Oznaéme tuto ndhodnou veli¢inu X a proiod 1do 5
zavedeme jevy A; obsahujici ta rozdani, kde i-t4 karta je srdcova.

Plati: X = la, + - + Ia,, ale také E[/5] = P[A] = &3} = 1.
Z linearity dostavame: E[X] = E[/a,] + --- + E[la,] = 3.

5
1

P¥i vypoctu stfedni hodnoty nevadi, ze jsou jevy zavislé.

Zvolime-li ndhodné substituéni Sifru, kolik pismen ziistane
primérné nezménéno? Neboli, jaka je stfedni hodnota veli¢iny X,
znamenajici pocet pevnych bodd ndhodné n-prvkové permutace?

Zavedeme jevy A; obsahujici permutace, kde i je pevnym bodem.
ZX =l +-+laaPlA] =D =1 pune E[X]=n-1 =1



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jak se lisi ndhodna veli¢ina pro soucet ok pfi hodu dvéma
stejnymi kostkami od veli¢iny X5, kde jsou kostky riizné?

» Jak by mohl vypadat pravdépodobnostni prostor pro
nahodnou veli¢inu udavajici vysi skody pt¥i havarii?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Lze uvazovat i jiné ndhodné veliiny nez realné.
Pravdépodobnostni funkce P[X = x] se nékdy znadi P(x).

P¥ibuzny pojem ke stfedni hodnoté je median.
Zjednodusené YeZeno jde o m takové, ze P[X < m] > 1 i
P[X > m] > 1 &ili m je ,uprostfed" hodnot nabyvanych X.

Stfedni hodnota se nékdy znadi p (angl. mean).



