Pravdépodobnostni prostor
Definice: Diskrétni pravdépodobnostni prostor je tvoren
spoletnou mnozinou 2 a zobrazenim P: P(Q2) — (0, 1) splfiujicim:
P[A] = > P[{w}] a také P[Q2] = 1.
w€eA

. vSechny podmnoziny 2 jsou jevy.

V klasickém pravdépodobnostnim prostoru
je Q kone¢nd a VA C Q: P[A] = %.

Ukazka: Prostor hodi dvéma riiznymi kostkami ma 36 elem. jev(,
236 — 68719476736 jevii, a pravdépodobnost spliiuje P[A] = %.

Vlastnosti:
> P[0]=0 ... pravdépodobnost, Ze nenastane
ani jeden z moznych pfipadi, je nulova.
» P[A] + P[B] = P[AU B] + P[AN B],
specialné P[A] + P[B] = P[AU B], pokud AN B = 1.
> P[Q\ Al =1-P[A] .. jevwy AaQ\ A
se navzajem doplniuji v ©Q i co do pravdépodobnosti.



Ukazky

Jev v souctu padne nejvyse 8" je doplriikovy
k jevu A: ,v souctu padne alespon 9" a znadi se A.

Jeho pravdépodobnost je P[A] =1 —P[A]=1— & = 13

Jev ,alespon na jedné kostce padne 5" lze vyjadrit sjednocenim
jevi A: ,na Cervené padne 5 a B: ,na modré padne 5".

M3a pravdépodobnost
1 _ 1

PIAUB] = P[A] + P[B] - P[ANB] = § + § — 35 = 3.




Soucin pravdépodobnostnich prostort

Jaké pravdépodobnostni prostory dostdvame pfti opakovani
nahodného pokusu, naptiklad pti opakovani hodu kostkou?
Co kdyz provedeme vice rliznych nezavislych ndhodnych pokusi?
Co ma pro pravdépodobnost platit v takovych prostorech?

Naptiklad: Mame stroj, ktery ma hlavni ¥idici systém s poruchovosti
5 % a navic i nezavisly zalozni ¥idici systém s poruchovosti 1 %.
Jaké jevy s jakou pravdépodobnosti mohou u tohoto stroje nastat?

Definice: Soucin diskrétnich pravdépodobnostnich prostord (€21, P1)
a (Qa, P>) je prostor (1 x Qp, P), kde pro kazdé dva elementarni
jevy wy € €1 a wy € 2y plati: P((wl,WQ)) = Pl(wl)Pg(ng).
Ukazky: Prostor hodu dvéma kostkami je Prostor stavii stroje:
druhou mocninou prostoru hodu jednou oba ©® hlavni ©®

kostkou:  [@ 94,05 % | 4,95 %
zalozni ® | oba ®®
0,95 % 0,05 %




Podminéna pravdépodobnost

. vyjadfuje zménu pravdépodobnosti, pokud se vyskytne néjaka
nova informace, kterd z(zi pocet moznosti.

Naptiklad, pravdépodobnost, Ze mezi 12 kartami je srdcova hlaska
30y 32y~ _ 301201121 _ 1211 _ 33

(kral a svrdek) je () (35) ~ = 3oriorsst = 3531 = »i5 — 13%

Je-li mezi prvnimi péti kartami jen srdcovy kral, pravdépodobnost

Sy e s vy . -1 120! 7! .
se zvy¥l témé&¥ na dvojnasobek (%) (%) = 22007 = T = 26%

Definice: Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B,
kde P[B] # 0, je pravdépodobnost P[A[B] = FEizel.

Ukazka: A

Pravdépodobnost hodu alespoll e

9 (jev A) za podminky, Ze na g0 i i i i O
Cervené kostce je 5 (jev B) je
PlAIB] = PIEl — 5 — 1
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Véta o uplné pravdépodobnosti

Q A
Véta: Jsou-li By, ..., Bk disjunktni jevy NN N}
pokryvajici celé €, pak pro kazdy jev A plati: BiB, Bk
P[A] = P[A|B1]P[Bi1] + P[A|B2]P[Bz] + - - - + P[A| Bk|P[Bx]
Dikaz: Jev A Ize pokryt priniky AN By, ..., AN By, pticemz:
P[AN B;] = P[A|Bi]P[Bi].

Potom: P[A] = f P[ANB]] = f P[A|Bi]P[B]
i=1 i=1

Ukazka:
A ... padlo v souctu alespon 9
B; ... na Cervené padlo i
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Bayesliv vzorec

Véta: Jsou-li jevy Bi, ..., By disjunktni a pokryvaji-li celé Q,
pak pro kazdy jev A a kazdé j plati:
P[AN Bl _ PIAIB|P[B]] _ P[A[BjIP[B]]

PEA= T T R -

é PIA|B/IP[5]

Pouziti:

Vime, jak se néjaky test (jev A)

chova na ovérenych pripadech
(pravdépodobnosti P[A|B;]) a chceme
usoudit, ktery pfipad (jev B;) nejspise
nastal, kdyz se test A zda¥i (&ili P[Bi|A]).

Aplikace ve zdravotnictvi, testovani kvality, umélé inteligenci apod.

Casto pro dva doplitkové jevy By a B, = By = Q )\ By.



Nezavislé jevy
. vysledek jednoho jevu neovlivni pravdépodobnosti ostatnich.
Definice: Jevy A a B jsou nezavisle, pokud P[AN B] = P[A]P[B].
. nezdvislé A a B spliuji: P[A|B] = PlANB] _ PIAIPIE] _ P[A].

Obecné, Ay
pro kazdou

P[B] P[B]

, Az, ..., Ak jsou nezavislé, kdyz

neprazdnou / C {1,...

Ukazka:  Zavislé jevy:
A ,soucet je alespon 9" a
B ,na prvni kostce padla 5".

.k} plati: P{ﬂ A,-] = [] P[Ai].
iel iel

Nezavislé jevy: C ,na Cervené

padlo vic nez na modré" a

D ,na modré padlo 3 nebo 4".
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Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jak souviseji pravidla pro mnoZzinové operace
(napt. distributivni zakon) s vypoétem pravdépodobnosti jevi?
Kdy jsou tfeba dodate¢né podminky?

» MiZze mit pravdépodobnostni prostor nekonec¢nou mnozinu
elementarnich jevil a pfitom kazdy elementarni jev nenulovou
pravdépodobnost? Pfipadné, mohou mit jen nékteré jevy
nenulovou pravdépodobnost?

» Co by se stalo, kdyby ve vété o tplné pravdépodobnosti nebyly
jevy Bi, ..., Bg disjunktni, ale presto pokryvaly Q7

» Je néjaka souvislost mezi mnozinovou inkluzi A C B a
(ne)zavislosti téchto jevi?

» Dostali bychom ekvivalentni definici nezavislosti, pokud
bychom podminku omezili jen na mnozinu {1,..., k} a
vynechali v8echny jeji vlastni podmnoziny | C {1,..., k}?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Pravdépodobnost Ize psat verzalkou p, i s oblymi zavorkami p(A).

Byva zvykem oznacit pomoci F mnoZinu vSech uvazovanych jevi.
U diskrétnich pravdépodobnostnich prostort je F = P(Q).

Jevu Q s pravdépodobnosti 1 se fika jisty,
zatimco jev () pravdépodobnosti 0 je nemozny.

U podminéné pravdépodobnosti se jevy B, ..., By,

které se navzajem vyluCuji a vyCerpavaji vSechny moznosti,
nazyvaji hypotézy a pravdépodobnostem P[B;] se ¥ika apriorni.
Pravdépodobnosti, které berou v lvahu, Ze nastal jev A,

¢ili hledané P[B;|A], se nazyvaji aposteriorni.



