
Pravděpodobnostńı prostor
Definice: Diskrétńı pravděpodobnostńı prostor je tvǒren
spočetnou množinou Ω a zobrazeńım P: P(Ω) → ⟨0, 1⟩ splňuj́ıćım:
P[A] =

∑
ω∈A

P[{ω}] a také P[Ω] = 1.

. . . všechny podmnožiny Ω jsou jevy.

V klasickém pravděpodobnostńım prostoru
je Ω konečná a ∀A ⊆ Ω: P[A] = |A|

|Ω| .
Ukázka: Prostor hodů dvěma r̊uznými kostkami má 36 elem. jev̊u,
236 = 68 719 476 736 jev̊u, a pravděpodobnost splňuje P[A] = |A|

36 .
Vlastnosti:
▶ P[∅] = 0 . . . pravděpodobnost, že nenastane

ani jeden z možných p̌ŕıpadů, je nulová.
▶ P[A] + P[B] = P[A ∪ B] + P[A ∩ B],

speciálně P[A] + P[B] = P[A ∪ B], pokud A ∩ B = ∅.
▶ P[Ω \ A] = 1 − P[A] . . . jevy A a Ω \ A

se navzájem doplňuj́ı v Ω i co do pravděpodobnosti.



Ukázky

Jev ”v součtu padne nejvýše 8“ je doplňkový
k jevu A: ”v součtu padne alespoň 9“ a znač́ı se A.
Jeho pravděpodobnost je P[A ] = 1 − P[A] = 1 − 5

18 = 13
18

A

A = Ω \ A

A

B

Jev ”alespoň na jedné kostce padne 5“ lze vyjáďrit sjednoceńım
jev̊u A: ”na červené padne 5“ a B: ”na modré padne 5“.

Má pravděpodobnost
P[A ∪ B] = P[A] + P[B] − P[A ∩ B] = 1

6 + 1
6 − 1

36 = 11
36 .



Součin pravděpodobnostńıch prostor̊u
Jaké pravděpodobnostńı prostory dostáváme p̌ri opakováńı
náhodného pokusu, nap̌ŕıklad p̌ri opakováńı hodu kostkou?
Co když provedeme v́ıce r̊uzných nezávislých náhodných pokus̊u?
Co má pro pravděpodobnost platit v takových prostorech?

Nap̌ŕıklad: Máme stroj, který má hlavńı ř́ıd́ıćı systém s poruchovost́ı
5 % a nav́ıc i nezávislý záložńı ř́ıd́ıćı systém s poruchovost́ı 1 %.
Jaké jevy s jakou pravděpodobnost́ı mohou u tohoto stroje nastat?

Definice: Součin diskrétńıch pravděpodobnostńıch prostor̊u (Ω1, P1)
a (Ω2, P2) je prostor (Ω1 × Ω2, P), kde pro každé dva elementárńı
jevy ω1 ∈ Ω1 a ω2 ∈ Ω2 plat́ı: P((ω1, ω2)) = P1(ω1)P2(ω2).
Ukázky: Prostor hodu dvěma kostkami je
druhou mocninou prostoru hodu jednou
kostkou:

Prostor stav̊u stroje:
oba , hlavńı /

94,05 % 4,95 %
záložńı / oba //
0,95 % 0,05 %



Podḿıněná pravděpodobnost
. . . vyjaďruje změnu pravděpodobnosti, pokud se vyskytne nějaká
nová informace, která zúž́ı počet možnost́ı.

Nap̌ŕıklad, pravděpodobnost, že mezi 12 kartami je srdcová hláška
(král a svřsek) je

(30
10

)(32
12

)−1 = 30! 20! 12!
20! 10! 32! = 12·11

32·31 = 33
248

.= 13%

Je-li mezi prvńımi pěti kartami jen srdcový král, pravděpodobnost
se zvýš́ı témě̌r na dvojnásobek

(26
6

)(27
7

)−1 = 26! 20! 7!
20! 6! 27! = 7

27
.= 26%

Definice: Podḿıněná pravděpodobnost jevu A za podḿınky B,
kde P[B] ̸= 0, je pravděpodobnost P[A|B] = P[A∩B]

P[B] .

Ukázka:
Pravděpodobnost hodu alespoň
9 (jev A) za podḿınky, že na
červené kostce je 5 (jev B) je
P[A|B] = P[A∩B]

P[B] =
3
36
6
36

= 1
2 .

A

B



Věta o úplné pravděpodobnosti

Věta: Jsou-li B1, . . . , Bk disjunktńı jevy
pokrývaj́ıćı celé Ω, pak pro každý jev A plat́ı: Bk

...B1

A

B2

Ω

P[A] = P[A|B1]P[B1] + P[A|B2]P[B2] + · · · + P[A|Bk ]P[Bk ]

Důkaz: Jev A lze pokrýt pr̊uniky A ∩ B1, . . . , A ∩ Bk , p̌ričemž:
P[A ∩ Bi ] = P[A|Bi ]P[Bi ].

Potom: P[A] =
k∑

i=1
P[A ∩ Bi ] =

k∑
i=1

P[A|Bi ]P[Bi ]

Ukázka:
A . . . padlo v součtu alespoň 9
Bi . . . na červené padlo i
P[A] = 2

3 · 1
6 + 1

2 · 1
6 +

1
3 · 1

6 + 1
6 · 1

6 +
0 · 1

6 + 0 · 1
6 = 5

18
B1

B2

B3

B4

B6

A

B5



Bayes̊uv vzorec

Věta: Jsou-li jevy B1, . . . , Bk disjunktńı a pokrývaj́ı-li celé Ω,
pak pro každý jev A a každé j plat́ı:

P[Bj |A] = P[A ∩ Bj ]
P[A] = P[A|Bj ]P[Bj ]

P[A] = P[A|Bj ]P[Bj ]
k∑

i=1
P[A|Bi ]P[Bi ]

Použit́ı:
V́ıme, jak se nějaký test (jev A)
chová na ově̌rených p̌ŕıpadech
(pravděpodobnosti P[A|Bi ]) a chceme
usoudit, který p̌ŕıpad (jev Bi) nejsṕı̌se
nastal, když se test A zdǎŕı (čili P[Bi |A]).
Aplikace ve zdravotnictv́ı, testováńı kvality, umělé inteligenci apod.

Často pro dva doplňkové jevy B1 a B2 = B1 = Ω \ B1.



Nezávislé jevy
. . . výsledek jednoho jevu neovlivńı pravděpodobnosti ostatńıch.
Definice: Jevy A a B jsou nezávislé, pokud P[A ∩ B] = P[A]P[B].
. . . nezávislé A a B splňuj́ı: P[A|B] = P[A∩B]

P[B] = P[A]P[B]
P[B] = P[A].

Obecně, A1, A2, . . . , Ak jsou nezávislé, když
pro každou neprázdnou I ⊆ {1, . . . , k} plat́ı: P

[ ⋂
i∈I

Ai

]
=

∏
i∈I

P[Ai ].

Ukázka: Závislé jevy:
A ”součet je alespoň 9“ a
B ”na prvńı kostce padla 5“.

A

B

P[A ∩ B] = 3
36

̸= 5
108 = 5

18 · 1
6 = P[A]P[B]

Nezávislé jevy: C ”na červené
padlo v́ıc než na modré“ a
D ”na modré padlo 3 nebo 4“.

CD

P[C ∩ D] = 5
36

= 5
12 · 1

3 = P[C ]P[D]



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jak souvisej́ı pravidla pro množinové operace
(nap̌r. distributivńı zákon) s výpočtem pravděpodobnost́ı jev̊u?
Kdy jsou ťreba dodatečné podḿınky?

▶ Může ḿıt pravděpodobnostńı prostor nekonečnou množinu
elementárńıch jev̊u a p̌ritom každý elementárńı jev nenulovou
pravděpodobnost? Př́ıpadně, mohou ḿıt jen některé jevy
nenulovou pravděpodobnost?

▶ Co by se stalo, kdyby ve větě o úplné pravděpodobnosti nebyly
jevy B1, . . . , Bk disjunktńı, ale p̌resto pokrývaly Ω?

▶ Je nějaká souvislost mezi množinovou inkluźı A ⊆ B a
(ne)závislost́ı těchto jev̊u?

▶ Dostali bychom ekvivalentńı definici nezávislosti, pokud
bychom podḿınku omezili jen na množinu {1, . . . , k} a
vynechali všechny jej́ı vlastńı podmnožiny I ⊊ {1, . . . , k}?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Pravděpodobnost lze psát verzálkou p, i s oblými závorkami p(A).

Bývá zvykem označit pomoćı F množinu všech uvažovaných jev̊u.
U diskrétńıch pravděpodobnostńıch prostor̊u je F = P(Ω).

Jevu Ω s pravděpodobnost́ı 1 se ř́ıká jistý,
zat́ımco jev ∅ pravděpodobnosti 0 je nemožný.

U podḿıněné pravděpodobnosti se jevy B1, . . . , Bk ,
které se navzájem vylučuj́ı a vyčerpávaj́ı všechny možnosti,
nazývaj́ı hypotézy a pravděpodobnostem P[Bi ] se ř́ıká apriorńı.
Pravděpodobnosti, které berou v úvahu, že nastal jev A,
čili hledané P[Bi |A], se nazývaj́ı aposteriorńı.


