Princip inkluze a exkluze

. Ulohy vedouci na uréeni velikosti sjednoceni mnozin pomoci
mohutnosti jejich pranikd. Ty miZe byt lehéi spoditat, protoze pro
praniky plati zaroven vymezujici podminky jednotlivych mnozin.

P> Kolika zplisoby Ize rozsadit hosty kolem stolu, aby zadn4

dvojice manzel(i nesedéla vedle sebe?

» Kolik je prvocisel mensich nez 1007
Typickou tlohou je spo&itani zobrazeni na mnozinu (surjektivnich).

» Kolika zplisoby Ize rozmistit Grady s celostatni plisobnosti

do krajskych mést, aby v kazdém byl aspon jeden?

» Kolika zplisoby Ize naplanovat Glohy na nékolik pocitaci,

aby kazdy mél pfitazenu alespon jednu?
Pomoci principu inkluze a exkluze v ni pocitdme doplnék mnoziny

vSech zobrazeni, tedy zobrazeni, kterd nejsou na. Pro kazdy prvek
cilové mnoziny uréime mnozinu zobrazeni, kterad jej miji.



Princip inkluze a exkluze
Véta: Mohutnost sjednoceni n koneénych mnozin Ay, ..., A, je
dana vzorcem: [A; U - UA,| = |A1| + - + |An| — |[A1 N A2| —
— A1 N AL+ AL N AN A+ -+ (=1)" LA N - N A,

Diikaz indukci: Necht pro /ibovolnych AL
n—1mnozin A}, ..., A,_, plati (IP): A W

AU UAL | = |AL] + |Ag] + N e s
FEAN AL AEER
Vyuzijeme distributivitu N vaci U: t L e ‘U

(AtU---UA_1)N A, +l=1+]=
=(A1NA)U---U(A-1NAp) i;

Pak plati: [AjU---UA,_1UA,| =
‘A1U CUA— 1|+‘An|—|(A1U~~UA,—,,1)OAH|
PIAL + A 4+ (1) AL NN A+ A
(‘AlﬂA ‘-F‘AQﬂAn‘+"'+(—1)n‘A1ﬂ‘--ﬂAn_lﬂAn’)
= [A1] + -+ |Ag| = AN Az — - = [Anm1 DA

+ AN AN Ag| + -+ (1) A N - N A,

2x1



Princip inkluze a exkluze — podruhé

Jiny zapis téze véty: Pro n € N a konecné Ay, ..., A, plati:
n n
0= £ nal= 5 )ina
i=1 k=1 re(thy o liel IC{1,...,n} icl
K 10

Dikaz 2: Libovolny a € L’J A; se vlevo zapocte jedenkrat.
Necht a pat¥i do j mnoiliilz A1, ..., Apn. Vpravo se zapodita:

» ve viech mnoZinich, jimz nalezi: ({)—krét,

» ve priinicich dvojic téchto j mnoZin: —(é)

> ve priinicich trojic té&chto j mnoin: +(3),

» v priiniku vdech j téchto mnozin: (—1)/+! (j)
Protoze 0= (1 -1 = (J) = () + () — - + (—l)J(j) vyjde, Ze a
se zapotte celkem jedenkrat: (J) + (4) — - -+ (—1)*! (j) = (é) =1

Dalsi ditkaz pres charakteristické funkce: [prednasky M. Marese].


https://mj.ucw.cz/vyuka/2526/dm/05-eulerovske-tahy.pdf

Pocet surjektivnich zobrazeni

Véta: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y mohutnosti n a m, potom
m .

existuje > (—1)"("")(m — )" rGznych zobrazeni f z X na Y.
i=0

1

Diikaz: Snaze se spoditaji zobrazeni, co nejsou na. Proj € Y
oznacme A; mnozinu téch zobrazeni, kde j neni v mnoZiné obrazii.

N A
jel

prinik obsahuje zobrazeni f, kde prvky z I nejsou v obrazu f, neboli
jen zobrazeni z X do Y\ / (tato zobrazeni nemusi byt na Y \ /).

Pro libovolnou / C Y dostaneme = (m—|l|)", protoze

Vysledny vyraz vznikne dosazenim do vzorce pro princip inkluze a
exkluze, a slouc¢enim ¢&lend s indexovou mnozinou [ velikosti i.



Pocet permutaci bez pevného bodu

Uloha: Kolik je substitu¢nich Sifer, v nichz se Zadné pismeno
nezobrazi samo na sebe?

Definice: Prvek i je pevny bod permutace m, pokud (i) = i.
Jinymi slovy, mdme urcit polet permutaci bez pevnych bodd.

Jednodussi je spoditat permutace

. . L. Ukazka: pro n =14
s predepsanymi pevnymi body.

Az
Pro permutace na n-prvkové mnoziné Ay [P )2
4213 4152
oznalme Ai =A{m (i) =i} . @i - -
mnozinu permutaci s pevnym bodem /. A, (e wi
, o 2314 | 3214 2134
Plati |Aj| = (n — 1)!, protoze obraz n2
i-tého prvku je predepsan a ostatni lze 2143 2341 2413 3142 412

. v 3421 4123 4312 4321
zpemutovat libovolné.

Podobné, prinik kK mnozin mé (n — k)! prvki, protoze
k prvkl ma obraz predepsan a ostatni Ize zpermutovat libovolné.



Pocet permutaci bez pevného bodu

Podle principu inkluze a exkluze je permutaci bez pevného bodu:
— AU UAy| =nl — (]Al\+~-+(—1)”+1\A1m~-mA,,|)

= nl = (D= D= G)(n=2)! 4+ (=)™ () (n— 1)

Ukazka: pro n =4 Ay
AU A= P P

:4!—(]A1\+--~—\A10A2ﬁA3ﬂA4\) (S| Juea)

=41 (31— (2 + H0)) Ao

3124

=24—(4-6-6-2+4- 1—1 1) 9
DalSimi Gpravami dostaneme:

AU UA, =0 %+%—~(1wm—mz cy

2143 2341 2413 3142 3412
3421 4123 4312 4321



Eulerova funkce

Znaceni: ¢(n) znamena pocet Cisel

z mnoziny {1,2,...,n} nesoudéInych s n.

Ukazky:

©(6) = 2, protoze po vyskrtani nasobki

2 a 3 zlistanou: 1, 5 0.

o(12) = 4: 1, 5,07, 11

Tvrzeni: Necht n € N ma rozklad Leonhard Euler
n=pipy---pt, kde pi,pa, ..., pr 1707-1783

jsou navzajem rlizna prvocisla.

Potom plati: ¢(n) =n- <1 — ;1) (1 — é) . (1 _ ;t)

Ukazka: (1000) = 1000 (1— %) (1~ 1) =1000- } - ¢ = 400.

Nl

Ulohy: » Dokajte tvrzent.
» Pro kterd n je ¢(n) liché?


https://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Kolik s¢itanci ve vzorci pro princip inluze a exkluze
ma kladné znaménko a kolik zdporné?

» Kolik mnozin nasobkil je tfeba vzit v potaz
pro urceni poctu prvocisel mensich nez 1007

(=1’
[

i

o0
» Proc se soucet prvnich n ¢lent fady >

vy ST TUC TR | sy y 19 i=0
lisi od jeji limity ¢ o méné nez ;7



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Nazev ,princip inkluze a exkluze" vychazi z postupu zalozeného
na pfrilis velkorysém zaclenéni, po némz nasleduje kompenzaéni
vylouceni. Koncept je pfipisovan Abrahamu de Moivre (1718),
ackoli poprvé se objevuje az v ¢lanku Daniela da Silvy (1854).

Uloha o podilu permutaci bez pevného bodu byv4 v literatute
nazyvana problém satnarky (Hatcheck lady problem).

Postup urceni prvocisel vysktanim jejich nasobki je znamé
Eratosthenovo sito.



