
Princip inkluze a exkluze

. . . úlohy vedoućı na určeńı velikosti sjednoceńı množin pomoćı
mohutnost́ı jejich pr̊unik̊u. Ty může být lehč́ı spoč́ıtat, protože pro
pr̊uniky plat́ı zároveň vymezuj́ıćı podḿınky jednotlivých množin.
▶ Kolika způsoby lze rozsadit hosty kolem stolu, aby žádná

dvojice manžel̊u neseděla vedle sebe?
▶ Kolik je prvoč́ısel menš́ıch než 100?

Typickou úlohou je spoč́ıtáńı zobrazeńı na množinu (surjektivńıch).
▶ Kolika způsoby lze rozḿıstit ú̌rady s celostátńı působnost́ı

do krajských měst, aby v každém byl aspoň jeden?
▶ Kolika způsoby lze naplánovat úlohy na několik poč́ıtač̊u,

aby každý měl p̌rǐrazenu alespoň jednu?
Pomoćı principu inkluze a exkluze v ńı poč́ıtáme doplněk množiny
všech zobrazeńı, tedy zobrazeńı, která nejsou na. Pro každý prvek
ćılové množiny urč́ıme množinu zobrazeńı, která jej ḿıj́ı.



Princip inkluze a exkluze
Věta: Mohutnost sjednoceńı n konečných množin A1, . . . , An je
dána vzorcem: |A1 ∪ · · · ∪ An| = |A1| + · · · + |An| − |A1 ∩ A2| −
· · · − |An−1 ∩ An| + |A1 ∩ A2 ∩ A3| + · · · + (−1)n+1|A1 ∩ · · · ∩ An|
Důkaz indukćı: Necht’ pro libovolných
n − 1 množin A′

1, . . . , A′
n−1 plat́ı (IP):
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Využijeme distributivitu ∩ v̊uči ∪:
(A1 ∪ · · · ∪ An−1) ∩ An

= (A1 ∩ An) ∪ · · · ∪ (An−1 ∩ An)
Pak plat́ı: |A1 ∪ · · · ∪ An−1 ∪ An| =
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= |A1 ∪ · · · ∪ An−1| + |An| − |(A1 ∪ · · · ∪ An−1) ∩ An|
2×IP= |A1| + |A2| + · · · + (−1)n|A1 ∩ · · · ∩ An−1| + |An|
− (|A1 ∩ An| + |A2 ∩ An| + · · · + (−1)n|A1 ∩ · · · ∩ An−1 ∩ An|)
= |A1| + · · · + |An| − |A1 ∩ A2| − · · · − |An−1 ∩ An|
+ |A1 ∩ A2 ∩ A3| + · · · + (−1)n+1|A1 ∩ · · · ∩ An|



Princip inkluze a exkluze — podruhé
Jiný zápis téže věty: Pro n ∈ N a konečné A1, . . . , An plat́ı:∣∣∣∣ n⋃
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Důkaz 2: Libovolný a ∈

n⋃
i=1

Ai se vlevo započte jedenkrát.

Necht’ a paťŕı do j množin z A1, . . . , An. Vpravo se započ́ıtá:
▶ ve všech množinách, jimž nálež́ı:

(j
1
)
-krát,

▶ ve pr̊unićıch dvojic těchto j množin: −
(j

2
)
,

▶ ve pr̊unićıch trojic těchto j množin: +
(j

3
)
,

▶ v pr̊uniku všech j těchto množin: (−1)j+1(j
j
)
.
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se započte celkem jedenkrát:
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Daľśı důkaz p̌res charakteristické funkce: [p̌rednášky M. Mareše].

https://mj.ucw.cz/vyuka/2526/dm/05-eulerovske-tahy.pdf


Počet surjektivńıch zobrazeńı

Věta: Maj́ı-li konečné množiny X a Y mohutnosti n a m, potom
existuje

m∑
i=0

(−1)i(m
i
)
(m − i)n r̊uzných zobrazeńı f z X na Y .

Důkaz: Snáze se spoč́ıtaj́ı zobrazeńı, co nejsou na. Pro j ∈ Y
označme Aj množinu těch zobrazeńı, kde j neńı v množině obraz̊u.

Pro libovolnou I ⊆ Y dostaneme
∣∣∣∣∣ ⋂
j∈I

Aj

∣∣∣∣∣ = (m − |I|)n, protože

pr̊unik obsahuje zobrazeńı f , kde prvky z I nejsou v obrazu f , neboli
jen zobrazeńı z X do Y \ I (tato zobrazeńı nemuśı být na Y \ I).
Výsledný výraz vznikne dosazeńım do vzorce pro princip inkluze a
exkluze, a sloučeńım členů s indexovou množinou I velikosti i .



Počet permutaćı bez pevného bodu
Úloha: Kolik je substitučńıch šifer, v nichž se žádné ṕısmeno
nezobraźı samo na sebe?

Definice: Prvek i je pevný bod permutace π, pokud π(i) = i .

Jinými slovy, máme určit počet permutaćı bez pevných bodů.

Jednoduš̌śı je spoč́ıtat permutace
s p̌redepsanými pevnými body.

Pro permutace na n-prvkové množině
označme Ai = {π : π(i) = i}
množinu permutaćı s pevným bodem i .

Plat́ı |Ai | = (n − 1)!, protože obraz
i-tého prvku je p̌redepsán a ostatńı lze
zpemutovat libovolně.

Ukázka: pro n = 4

A1

A2
A3

A4

1342
1423

3241
4213 4132

2431

2314
3124

1243

4231

1432

1324
3214 2134

1234

2143 2341
3421 4123

2413 3142
4312 4321

3412

Podobně, pr̊unik k množin má (n − k)! prvk̊u, protože
k prvk̊u má obraz p̌redepsán a ostatńı lze zpermutovat libovolně.



Počet permutaćı bez pevného bodu
Podle principu inkluze a exkluze je permutaćı bez pevného bodu:
n! − |A1 ∪ · · · ∪ An| = n! −

(
|A1| + · · · + (−1)n+1|A1 ∩ · · · ∩ An|

)
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)
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n
)
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)
Ukázka: pro n = 4
4! − |A1 ∪ · · · ∪ A4| =
= 4!−

(
|A1|+ · · ·−|A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4|

)
= 4! −

((4
1
)
3! −

(4
2
)
2! +

(4
3
)
1! −

(4
4
)
0!

)
= 24 − (4 · 6 − 6 · 2 + 4 · 1 − 1 · 1) = 9
Daľśımi úpravami dostaneme:

A1

A2
A3

A4

1342
1423

3241
4213 4132

2431

2314
3124

1243

4231

1432

1324
3214 2134

1234

2143 2341
3421 4123

2413 3142
4312 4321

3412

n! − |A1 ∪ · · · ∪ An| = n!
0! − n!

1! + n!
2! − · · · (−1)n n!

n! = n!
n∑

i=0

(−1)i

i!

Výraz
n∑

i=0

(−1)i

i! má limitu: 1
e

.= 0,367 879 441 171 442 321 595 523 770 161

Pro n = 26 dostáváme pod́ıl substitučńıch šifer bez pevného bodu:
148 362 637 348 470 135 821 287 825
403 291 461 126 605 635 584 000 000

.= 0,367 879 441 171 442 321 595 523 770 250



Eulerova funkce
Značeńı: φ(n) znamená počet č́ısel
z množiny {1, 2, . . . , n} nesoudělných s n.

Ukázky:
φ(6) = 2, protože po vyškrtáńı násobk̊u
2 a 3 z̊ustanou: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
φ(12) = 4: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Tvrzeńı: Necht’ n ∈ N má rozklad
n = pk1

1 pk2
2 · · · pkt

t , kde p1, p2, . . . , pt
jsou navzájem r̊uzná prvoč́ısla.

Leonhard Euler
1707 – 1783

[Obr. Wikipedie]

Potom plat́ı: φ(n) = n ·
(

1 − 1
p1

)(
1 − 1

p2

)
· · ·

(
1 − 1

pt

)
Ukázka: φ(1 000) = 1 000 ·

(
1 − 1

2

)(
1 − 1

5

)
= 1 000 · 1

2 · 4
5 = 400.

Úlohy: ▶ Dokažte tvrzeńı.
▶ Pro která n je φ(n) liché?

https://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler


Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Kolik sč́ıtanc̊u ve vzorci pro princip inluze a exkluze
má kladné znaménko a kolik záporné?

▶ Kolik množin násobk̊u je ťreba vźıt v potaz
pro určeńı počtu prvoč́ısel menš́ıch než 100?

▶ Proč se součet prvńıch n členů řady
∞∑

i=0

(−1)i

i!
lǐśı od jej́ı limity 1

e o méně než 1
n!?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Název ”princip inkluze a exkluze“ vycháźı z postupu založeného
na p̌ŕılǐs velkorysém začleněńı, po němž následuje kompenzačńı
vyloučeńı. Koncept je p̌ripisován Abrahamu de Moivre (1718),
ačkoli poprvé se objevuje až v článku Daniela da Silvy (1854).

Úloha o pod́ılu permutaćı bez pevného bodu bývá v literatǔre
nazývána problém šatná̌rky (Hatcheck lady problem).

Postup určeńı prvoč́ısel vyšktáńım jejich násobk̊u je známé
Eratosthenovo śıto.


