
Mohutnost množin a počet dvojic
Definice: Počet prvk̊u konečné množiny X
nazýváme mohutnost X a znač́ıme ji |X |.
Pozorováńı: Když existuje bijekce mezi
množinami X a Y , pak |X | = |Y |.
Definice: Kartézský součin množin X a Y je
množina X × Y = {(x , y) : x ∈ X , y ∈ Y },
čili množina všech uspǒrádaných dvojic.

Pozorováńı: Maj́ı-li konečné množiny X a Y
mohutnosti n a m, potom jejich kartézský
součin X × Y má mohutnost nm.

René Descartes
1596 – 1650

[Obr. Wikipedie]

Důkaz: X × Y je množina dvojic, prvńı prvek má n možnost́ı,
druhý m. Každý výběr prvńıho prvku lze nezávisle rozš́ı̌rit o druhý,
proto je celkový počet možnost́ı dán součinem nm.
Ukázka: Má-li si 200 student̊u zapsat 5 p̌rednášek, dostaneme
200 · 5 = 1 000 záznamů (p, s) o zápisu p̌rednášky p studentem s.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes


Počet n-tic
Věta: Z prvk̊u konečné množiny X lze vytvǒrit |X |3 r̊uzných
uspǒrádaných trojic. Pro n ∈ N máme |X |n uspǒrádaných n-tic.
. . . intuitivně: pro trojice jde o mohutnost kartézského součinu
X × X × X a pro n-tice |X |n = | X × X × · · · × X︸ ︷︷ ︸

n-krát

|

Ukázka: IP adresu tvǒŕı uspǒrádaná čtvěrice č́ısel v rozsahu
0 – 255, proto r̊uzných IP adres je 2564 = 4 294 967 296.
Na této větě si p̌redvedeme princip důkazu matematickou indukćı:
Důkaz: P(n): ”Na konečné X je |X |n uspǒrádaných n-tic.“
I. P(1): konečná X má |X | prvk̊u — ”uspǒrádaných 1-tic“,
II. P(n) ⇒ P(n + 1): Uspǒrádaných n-tic je podle indukčńıho
p̌redpokladu |X |n. Každou n-tici lze rozš́ı̌rit |X | způsoby na
(n + 1)-tici p̌ridáńım prvku z X na posledńı, (n + 1). ḿısto.
Vytvǒŕıme celkem |X |n · |X | = |X |n+1 r̊uzných (n + 1)-tic,
protože se lǐśı bud’ v prvńıch n nebo v posledńım prvku.
Každou (n + 1)-tici (x1, . . . , xn+1) lze takto vytvǒrit z n-tice
(x1, . . . , xn) a prvku xn+1, a tak žádná nechyb́ı, ani nep̌rebývá.



Matematická indukce
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Výrok typu: ”Pro každé n ∈ N plat́ı P(n)“,
nap̌ŕıklad P(n): ”Na konečné X je |X |n uspǒrádaných n-tic.“
lze dokázat ve dvou kroćıch:

I. plat́ı P(1) — prvńı krok indukce,
II. pro každé n lze z indukčńıho p̌redpokladu P(n)

odvodit P(n + 1) — indukčńı krok: P(n) ⇒ P(n + 1).
Když od P(1) použijeme II. krok (n − 1)-krát za sebou, dostaneme
posloupnost implikaćı: P(1) ⇒ P(2) ⇒ P(3) ⇒ · · · ⇒ P(n).
Začátek posloupnosti plat́ı d́ıky I., a proto plat́ı i jej́ı ostatńı členy.
Č́ıslo n může být libovolné, proto P(n) plat́ı pro všechna n ∈ N.
Varianty: Když ḿısto P(1) dokážeme P(0), plat́ı P(n) pro všechna
nezáporná celá n; když ḿısto P(n) ⇒ P(n + 1) dokážeme
P(n) ⇒ P(n + 2), plat́ı P(n) pro všechna lichá n ∈ N, atd.
Indukčńı krok lze provést i pomoćı implikace se silněǰśımi
p̌redpoklady: (P(1) ∧ P(2) ∧ · · · ∧ P(n − 1)) ⇒ P(n)

https://pixabay.com/cs/illustrations/domino-hra-soubor-tal%C3%AD%C5%99-strategie-9602003/


Počet zobrazeńı
Věta: Maj́ı-li konečné množiny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje mn r̊uzných zobrazeńı f : X → Y .
Důkaz: Pokud si označ́ıme X = {x1, . . . , xn}, potom každé
zobrazeńı f odpov́ıdá jednoznačně uspǒrádáné n-tici prvk̊u z Y ,
jmenovitě (f (x1), f (x2), . . . , f (xn)) a těchto n-tic je mn.
Jde o bijekci mezi množinou všech zobrazeńı, tj. {f : X → Y } a
množinou všech možných n-tic prvk̊u z Y , tj. Y × Y × · · · × Y︸ ︷︷ ︸

n-krát

.
Jiný pohled: X Y

... ...

x1x2

xn

f
m možností pro
m možností pro m prvkůf (x1)

f (x2)

Ukázky: Pokud 5 dětem rozdáváme po jednom kusu
ze čty̌r možných druhů ovoce (jablko, hruška, meruňka a švestka),
lze to provést 45 = 4 · 4 · · · 4︸ ︷︷ ︸

5×

= 1 024 způsoby.

Počet slov s k ṕısmeny z n-prvkové abecedy je nk .



Počet prostých zobrazeńı
Věta: Maj́ı-li konečné množiny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje m(m − 1)(m − 2) · · · (m − n + 1)
r̊uzných prostých zobrazeńı f : X → Y .
. . . pro n > m je jeden činitel nulový a žádné prosté f neexistuje.
Značeńı: Klesaj́ıćı mocnina je mn = m(m − 1) · · · (m − n + 1).
Důkaz: X Y

... ...

x1x2

xn

f
m možností pro

m − 1 možností pro
m − n + 1 možností pro

m prvkůf (x1)
f (x2)

f (xn)

...

Ukázka: Pokud si 5 dět́ı vybere po jedné z 8 r̊uzných hraček,
mohou si je vybrat 85 = 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 6 720 způsoby.
Zobrazeńı odpov́ıdaj́ı uspǒrádaným výběr̊um s opakováńım
(úloha o rozdáváńı ovoce), zat́ımco prostá zobrazeńı odpov́ıdaj́ı
uspǒrádaným výběr̊um bez opakováńı (úloha o rozdáváńı hraček).
Důsledek: Uspǒrádaných výběr̊u k prvk̊u z n-prvkové množiny je
nk pro výběry bez opakováńı, a nk pro výběry s opakováńım.



Faktoriál

Definice: Součin 1 · 2 · 3 · · · n =
n∏

i=1
i

se nazývá n faktoriál a znač́ı se n!.
. . . počet prostých zobrazeńı pak lze vyjáďrit:

mn = m(m − 1)(m − 2) · · · (m − n + 1) = m!
(m − n)!

Poznámka: 0! = 1 (odpov́ıdá prázdnému součinu).

Důsledek: Na n-prvkové množině je n! permutaćı.
Sěrazeńı prvk̊u množiny X lze reprezentovat jako
bijekci mezi množinou pozic {1, . . . , n} a množinou X .
Důsledek: Různých sěrazeńı prvk̊u n-prvkové množiny je také n!.
Ukázky: Na 26 ṕısmenech je 26! r̊uzných substitučńıch šifer.

Mezi 10 d́ıvkami a 10 kluky lze vytvǒrit 10! = 3 628 800 párováńı.
Každé párováńı odpov́ıdá jednoznačně prostému zobrazeńı D → K ,
ale také uspǒrádáńı množiny K (pozice určuj́ı prvky množiny D).



Odhad faktoriálu

Otázka: Jak rychle roste faktoriál?
Př́ımočarý odhad: n! ≤ nn

(n!)2 = (1 · · · n)(1 · · · n) =
n∏

k=1
k(n+1−k) ⇒ n! =

√
n∏

k=1
k(n + 1 − k)

Z nerovnost́ı n ≤ k(n + 1 − k) ≤
(n+1

2
)2 plyne: nn/2 ≤ n! ≤

(n+1
2
)n

Přesněǰśı odhad dává tzv. Stirlingova formule: n! ≃
√

2πn
(n

e
)n.

Ukázka: Odhad počtu substitučńıch šifer
2626 = 6 156 119 580 207 157 310 796 674 288 400 203 776

.= 6, 16 · 1036(
27
2

)26 .= 244 724 799 219 677 718 672 625 240 694,124
.= 2, 45 · 1029

26! = 403 291 461 126 605 635 584 000 000
.= 4, 03 · 1026

√
52π

(
26
e

)26 .= 402 000 993 060 954 024 530 328 458,902
.= 4, 02 · 1026

2613 = 2 481 152 873 203 736 576
.= 2, 48 · 1018



Počet podmnožin
Věta: Konečná množina X mohutnosti n,
má 2n r̊uzných podmnožin, neboli |P(X )| = 2|X |.

{a, c, d}

∅

{a} {b} {c} {d}

{b, d} {c, d}{a, d}

{b, c, d}{a, b, d}

{a, b, c, d}

{a, b} {b, c}{a, c}

{a, b, c}



Počet podmnožin p̌redepsané velikosti
Věta: Pro každou n-prvkovou množinu X a k ∈ {0, . . . , n} plat́ı,
že X má nk

k! = n!
(n−k)!k! podmnožin velikosti k.

Definice: Č́ıslo n!
(n−k)!k! je binomický koeficient a znač́ı se

(n
k
)
.

Ukázka:

{a, c, d}

∅

{a}

{b} {c}

{d}

{b, d} {c, d}

{a, d}

{b, c, d}

{a, b, d}

{a, b, c, d}

{a, b}

{b, c}

{a, c}

{a, b, c}

(
4
0

)
= 4!

4! · 0! = 24
24 · 1 = 1

(
4
1

)
= 4!

3! · 1! = 24
6 · 1 = 4

(
4
2

)
= 4!

2! · 2! = 24
2 · 2 = 6

(
4
3

)
= 4!

1! · 3! = 24
1 · 6 = 4

(
4
4

)
= 4!

0! · 4! = 24
1 · 24 = 1



Vlastnosti binomických koeficient̊u

Pascal̊uv trojúhelńık je
uspǒrádáńı binomických
koeficient̊u znázorňuj́ıćı vztah:

(n−1
k−1
)

+
(n−1

k
)︸ ︷︷ ︸(n

k
) Pro k < 0 a k > n

se definuje
(n

k
)

= 0.

1 =
(0

0
)

1
1 =

(1
0
)

1 =
(1

1
)

1 + 1x
1 =

(2
0
)

2 =
(2

1
)

1 =
(2

2
)

1 + 2x + 1x2

1 =
(3

0
)

3 =
(3

1
)

3 =
(3

2
)

1 =
(3

3
)

1 + 3x + 3x2 + 1x3

1 =
(4

0
)

4 =
(4

1
)

6 =
(4

2
)

4 =
(4

3
)

1 =
(4

4
)

1 + 4x + 6x2 + 4x3 + 1x4

Pozorováńı:
▶
(n

k
)

=
( n

n−k
)

. . . každá množina má jednoznačný doplněk.

▶
n∑

k=0

(n
k
)

= 2n . . . odpov́ıdá počtu všech podmnožin.



Binomická věta
Věta: Pro každé n ∈ N plat́ı:

(1 + x)n =
(

n
0

)
x0 +

(
n
1

)
x1 + · · · +

(
n
n

)
xn =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk

Důkaz 1: Rozeṕı̌seme (1 + x)n = (1 + x)(1 + x) · · · (1 + x)︸ ︷︷ ︸
n×

.

Člen xk lze p̌ri roznásobeńı źıskat tak, že z k dvoučlenů (1 + x)
zvoĺıme x a z ostatńıch n − k dvoučlenů zvoĺıme 1. Koeficient

(n
k
)

u xk je počet možnost́ı, kolikrát lze z n-prvkové množiny dvoučlenů
vybrat k-prvkovou podmnožinu, tj. dvoučleny, z nichž voĺıme x .

Důkaz 2: Indukćı podle n: Pro n = 1 : (1 + x)1 = 1x0 + 1x1.
Indukčńı krok: (1 + x)n = (1 + x)n−1(1 + x). Člen (1 + x)n−1

zaṕı̌seme podle indukčńıho p̌redpokladu jako
n−1∑
k=0

(n−1
k
)
xk ,

jehož součin s (1 + x) pak algebraicky uprav́ıme na
n∑

k=0

(n
k
)
xk :( n−1∑

k=0

(
n−1

k

)
xk
)

(1 + x) =
n−1∑
k=0

(
n−1

k

)
xk +

n−1∑
k=0

(
n−1

k

)
xk+1 =

n∑
k=0

((
n−1

k

)
+
(

n−1
k−1

))
xk =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk



Důsledky a zobecněńı binomické věty
n∑

k=0

(n
k
)

= 2n . . . dosazeńım x = 1 do binomické věty.

(x + y)n = yn( x
y + 1)n = yn

n∑
k=0

(n
k
) ( x

y

)k
=

n∑
k=0

(n
k
)
xkyn−k

. . . anebo kombinatoricky stejně jako u binomické věty.
Multinomická věta:
(x1 + x2 + · · · + xt)n =

∑
k1,k2,...,kt∈{0,1,...,n}

k1+k2+···+kt=n

( n
k1,k2,...,kt

)
xk1

1 xk2
2 · · · xkt

t

kde
( n

k1,k2,...,kt

)
= n!

k1!k2!···kt ! je multinomický koeficient.

Ukázka: (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz + 2yz . Koeficient
u xz je dán volbou kx = 1, ky = 0 a kz = 1 a

( 2
1,0,1

)
= 2!

1!0!1! = 2.
Multinomický koeficient

( n
k1,...,kt

)
udává počet rozděleńı n-prvkové

množiny na navzájem disjunktńı1 množiny o velikostech k1, . . . , kt .
Užit́ı: Počet p̌resmyček slova MISSISSIPPI:

( 11
1,4,4,2

)
= 11!

1!4!4!2! = 34 650.
1disjunktńı znamená ”neprot́ınaj́ıćı se“: A a B jsou disjunktńı ⇔ A ∩ B = ∅.



Neuspǒrádané výběry s opakováńım a bez opakováńı
Podobně zněj́ıćı úlohy: Kolika způsoby lze rozdělit mezi 5 dět́ı
▶ 3 ťrešně, každé může ḿıt nejvýše jednu?
▶ 7 malin, čili některé jich dostane i v́ıc než jednu?

Prvńı úloha odpov́ıdá výběru ťŕıprvkové podmnožiny dět́ı,
tj. těch, které dostanou ťrešně. To lze provést

(5
3
)

= 10 způsoby.
Jiný pohled: poč́ıtáme rozklady 3 = a1 + · · · + a5, kde ai ∈ {0, 1}.

Ve druhé rozkládáme 7 = a1 + · · · + a5 bez daľśıch podḿınek.
Každý rozklad, nap̌r. 0 + 4 + 1 + 0 + 2 lze zapsat v unárńı
soustavě, čili + IIII + I + + II . Prázdná pozice na kraji a
mezi dvěma sousedńımi + + odpov́ıdaj́ı nulovému sč́ıtanci.
Jde o řetězce délky 11 se sedmi symboly I a čty̌rmi symboly +.
Takových posloupnost́ı, a tedy i rozděleńı malin je

(11
7
)

= 330.

Důsledek: Neuspǒrádaných výběr̊u k prvk̊u z n-prvkové množiny je(n
k
)

pro výběry bez opakováńı, a
(n+k−1

k
)

pro výběry s opakováńım.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky
▶ Jaká je souvislost mezi asociativitou součinu a počtem k-tic?
▶ Jak se měńı počet zobrazeńı vzhledem ke skládáńı,

p̌ŕıpadně provedeńım množinových operaćı na nosných
množinách?

▶ Jak souviśı Pascal̊uv trojúhelńık s počtem nejkraťśıch cest
mezi dvěma protilehlými body mř́ıžky m × n?

Otázka z úvodu o počtu vyhodnoceńı databázových dotaz̊u i počtu
některých turnaj̊u souviśı s tzv. Catalanovými č́ısly. Ta mj. udávaj́ı
počet cest ve čtvercové mř́ıžce, které nevstouṕı pod diagonálu.



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Pojem ”permutace“ někdy označuje počet permutaćı (coby
vzájemně jednoznačných zobrazeńı). Počtu zobrazeńı se také ř́ıká

”variace“, p̌ričemž ”variace s opakováńım“ berou v potaz všechna
zobrazeńı a ”variace bez opakováńı“ jen prostá. Podobně terḿın

”kombinace bez opakováńı“ je totéž co binomický koeficient.

Binomický koeficient se často nazývá kombinačńı č́ıslo.

Množina k-prvkových podmnožin množiny X se může značit
(X

k
)
.


