Podminéna pravdépodobnost

. vyjadfuje zménu pravdépodobnosti, pokud se vyskytne néjaka
nova informace, kterd z(zi pocet moznosti.

Naptiklad, pravdépodobnost, ze mezi 12 kartami je srdcova hlaska

30\ (32y—1 _ 301200121 _ 1211 _ 33 0
(kral a svriek) je ( )(12) — 20110132 — 3231 248 =13%

Pokud je mezi prvnimi péti kartami srdcovy kral, pravdépodobnost

Sy e s vy . -1 120! 7! .
se zvy¥i tém&¥ na dvojnasobek (%) (%) = 22T = T = 26%

Definice: Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B,

kde P[B] # 0, je pravdépodobnost P[A[B] = FEiel.

Ukazka: A

Pravdépodobnost hodu alespoll e

9 (jev A) za podminky, Ze na g0 i i i i O
Cervené kostce je 5 (jev B) je
P[A|B] P[AOB] — % —
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Bayesliv vzorec

Véta o uplné pravdépodobnosti:
Jsou-li By, ..., Bg disjunktni jevy pokr)'/vajl’cf celé Q, pak plati
P[A] = P[A|B1]P[B1] + P[A|B2]P[B;] + -+ P[A\Bk]P[Bk]

. jev A lze pokryt prliniky
ANBy,...,AN By, pficemz
P[AN B;] = P[A|Bi/|P[Bi], i
P[AN Bj] = P[Bj|AIP[A]
Ukazka:
TR

k

Dusledek (Bayestiv vzorec): Za stejnych podminek plati i

P[ANB;]  P[AIBIP[B]] ~ P[A[B]P[B]]
P[] PlA]

P[Bj|A] = p
i; P[A|Bi]P[Bi]



Pouziti Bayesova vzorce

. vime, jak se néjaky test (jev A) chova na ovéfenych pFipadech
(pravdépodobnosti P[A|B;]) a chceme usoudit, ktery p¥ipad
(jev Bi) nejspiSe nastal, kdyz se test A zdafi (¢ili P[B;j|A]).
Aplikace ve zdravotnictvi, testovani kvality, umélé inteligenci apod.
Ukazka: Zkoumana choroba postihuje 0,5 % populace (prevalence).
Jeji test ukaze pozitivni vysledky u 99,9 % nemocnych pacienti
(senzitivita), a negativni u 99 % zdravych (specificita).
S jakou pravdépodobnosti je pacient nemocny, ma-li test pozitivni?
S jakou pravdépodobnosti je pacient , ma-li test ?
Jevy: A — pacienti s pozitivhim testem, B — nemocni pacienti,
P[A] = P[A|B]P[B] + P[A|B]P[B]

= 0,014 945 B | P[] PlA|B] P[A|B]
P[B|A] = % - 0.334225 B | 0,005 0,999 0,001
P[5] /] = PABIPIE] - B {0,995 0,01 0,99
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Pouziti Bayesova vzorce
. vime, jak se néjaky test (jev A) chova na ovéfenych pFipadech

(pravdépodobnosti P[A|B;]) a chceme usoudit, ktery p¥ipad
(jev Bi) nejspiSe nastal, kdyz se test A zdafi (¢ili P[B;j|A]).
Aplikace ve zdravotnictvi, testovani kvality, umélé inteligenci apod.
Ukazka: Zkoumana choroba postihuje 0,5 % populace (prevalence).
Jeji test ukaze pozitivni vysledky u 99,9 % nemocnych pacienti
(senzitivita), a negativni u 99 % zdravych (specificita).
S jakou pravdépodobnosti je pacient nemocny, ma-li test pozitivni?
S jakou pravdépodobnosti je pacient

B: 0,5 %

nemocni

P[BIA]

0,001 - 0,005 = 0,000 005 —
0,999 - 0,005 — 0,004 995}“‘

“““ AAMMINN

0,99 - 0,995 = 0,985 05

AN

+_ 0,01 - 0,995 = 0,009 95
A pozitivni test A negativni test

, ma-li test ?
Pozitivni vysledek testu
jen malo odpovida spravné
diagnéze P[B|A] = 33%
protoze jevy ANBa ANB
jsou podobné pravdépodobné.
Ovsem pro vyvraceni diagnézy
je test dostatecné spolehlivy.



Pouziti Bayesova vzorce

... pro pripad vice nez jen dvou navzijem dopliikovych jevii B a B

Ukazka: Rika se: ,Velerni Cervanky vésti pékny den.” Dejme tomu,
Ze polovina dni je slunenych a éervanky jim predchazeji v 10 %.
Dvé pétiny jsou zatazené, jim predchazeji éervanky v 5% pFipadi.
Zbylé dny jsou destivé, a po ¢ervancich nastanou jen v 1%.

Do jaké miry by Slo pranostice véFit?

Jevy: A — Cervanky, By, By, B3 — sluneno, zataZeno, destivo.

Pravdépodobnosti: P[A] = % : % + % : % + % : ﬁ = —1&0
| P[B] PlAB]] P[Bi|A]

1 1 1 1 1000 _ 50 - —ro

Bi| 3 0 310 T == 5%
2 1 2 1 1000 _ 20 - ~40

B»| 3 % S0 T = —24%
1 1 171 1000 _ 1 - qo

Bs 10 100 10 100 71 71 1%

Odpovéd: Asi ve % ptipadl by po Cervancich mélo byt slune¢no.



Nezavislé jevy
. vysledek jednoho jevu neovlivni pravdépodobnosti ostatnich.
Definice: Jevy A a B jsou nezavisle, pokud P[AN B] = P[A]P[B].
. nezavislé A a B spliuji: P[A|B] = PlANB] _ PIAPIE] _ P[A].

Obecné, Ay
pro kazdou

P[B] P[B]

, A2, ..., Ak jsou nezavislé, kdyz

neprazdnou / C {1,...

Ukazka:  Zavislé jevy:
A ,soucet je alespon 9" a
B ,na prvni kostce padla 5".

.k} plati: P{ﬂ A,-] = [] P[Ai].
iel iel

Nezavislé jevy: C ,na Cervené

padlo vic nez na modré" a

D ,na modré padlo 3 nebo 4".
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Nezavislé jevy

. vysledek jednoho jevu neovlivni pravdépodobnosti ostatnich.
Definice: Jevy A a B jsou nezavislé, pokud P[A N B] = P[A]P[B].

. nezavislé A a B spliuji: P[A|B] =

Obecné, A1, Ay, ...

Ukazka: Jev

E .na cervené padlo 3 nebo 4*

je nezavisly na C i na D.
P[C N E] = 3 = P[C|P[E]
P[DNE] = % = P[D]P[E]
Pozor! Nezavislost dvojic
nezarucuje nezavislost vsech.
Vsechny tfi nezavislé nejsou:
P[CNDNE] =% # 15
=155 = PICIP[DIP[E]

[ANB AJP[B
P[B]] = [P][Bg l = P[A].

, Ak jsou nezavislé, kdyz
pro kazdou neprazdnou / C {1,...

.k} plati: P{ﬂ A,-] = [] P[Ai].
iel iel

Nezavislé jevy: C ,na Cervené

padlo vic nez na modré" a

D ,na modré padlo 3 nebo 4".
D
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Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Pravdépodobnost, Ze pfi tfech hodech spravedlivou minci
padla alespon dvakrat panna, za podminky, Ze v prvnich dvou
hodech padl nejvyse jeden orel, je:

2

g) 3

. Pokud P[A|B] = P[B|A], potom plati také:

b) P[A] = P[B],
Pravda Pokud je prinik jevii A, B a C prazdny, ale
kazda dvojice ma neprazdny prinik, pak P[A|BN C] je nulova.

lez

Jsou-li jevy A a B zavislé, pak plati
b) P[A] # P[A|B],



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Co by se stalo, kdyby ve vété o tplné pravdépodobnosti nebyly
jevy Bi, ..., Bk disjunktni, ale presto pokryvaly Q7

P Je néjaka souvislost mezi mnozinovou inkluzi A C B a
(ne)zavislosti téchto jevd?

» Dostali bychom ekvivalentni definici nezavislosti, pokud
bychom podminku omezili jen na mnozinu {1,..., k} a
vynechali v8echny jeji vlastni podmnoziny | C {1,..., k}?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

U podminéné pravdépodobnosti se jevy Bi, ..., By,

které se navzajem vyluCuji a vyCerpavaji vSechny moznosti,
nazyvaji hypotézy a pravdépodobnostem P[B;] se ¥ika apriorni.
Pravdépodobnosti, které berou v Gvahu, Ze nastal jev A,

Cili hledané P[B;|A], se nazyvaji aposteriorni.



