Princip inkluze a exkluze
. Ulohy vedouci na uréeni velikosti sjednoceni mnozin pomoci
mohutnosti jejich pranikd. Ty miZze byt lehéi spoditat, protoze pro
priniky plati zaroven vymezujici podminky jednotlivych mnozin.
> Jakd je Sance, Ze pfi registraci auta dostanete znacku, kterd
ma ve Ctyfdisli tfi nebo Ctyfi stejné cifry vedle sebe?
Regeni: Na Ctyrmistnych znacek je:
» 100 s prvnimi tfemi ciframi stejnymi: aaab: a, b € {0,...,9},
» 100 s poslednimi tfemi ciframi stejnymi: baaa,
» 10 se vSemi ciframi stejnymi: aaaa.

Celkem 100 4+ 100 — 10 = 190.

Spole¢nych 10 je tfeba odedist, aaab
protoZe uz jsou zapo&teny dvakrét, {100
konkrétné v prvni i ve druhé stovce.

aaaall baaa
10 || 100

Odpovéd: Pravdépodobnost je mala, jen 13355 = 1,9 %.




Princip inkluze a exkluze
. Ulohy vedouci na uréeni velikosti sjednoceni mnozin pomoci
mohutnosti jejich pranikd. Ty miZze byt lehéi spoditat, protoze pro
priniky plati zaroven vymezujici podminky jednotlivych mnozin.
P> Jaka je Sance, Ze pri registraci auta dostanete znacku, ktera
ma ve Ctyfdisli tfi nebo Ctyfi stejné cifry vedle sebe?
» Kolika zplsoby Ize rozsadit hosty kolem stolu, aby zadna
dvojice manzeld nesedéla vedle sebe?
» Kolik je prvocisel mensich nez 1007
Typickou tlohou je spoéitani zobrazeni na mnozinu (surjektivnich).
» Kolika zplisoby Ize rozmistit Gfady s celostatni plisobnosti
do krajskych mést, aby v kazdém byl aspon jeden?
» Kolika zpiisoby Ize naplanovat dlohy na nékolik pocitaci,
aby kazdy mél pfitazenu alespon jednu?
Pomoci principu inkluze a exkluze v ni pocitdame doplnék mnoziny

vSech zobrazenf, tedy zobrazeni, ktera nejsou na. Pro kazdy prvek
cilové mnoziny ur¢ime mnozinu zobrazeni, kterd jej miji.



Velikost sjednoceni tfi mnozin

Uloha: Kolika zplsoby Ize rozdat jablko, hrusku, jahodu, merunku
a Svestku mezi Radovana, Libusku a Jaromira tak, aby kazdé z déti
dostalo néjaké ovoce?

Nejprve spocitame nevhodna rozdéleni, tj. kdy
nékteré dité nic nedostane. Oznaémesi R, La J
mnoziny pfipadd, kdy Radovan, Libuska, resp.
Jaromir nic nedostanou. R
Nasim pomocnym cilem je uréit |[R U LU J|.

Velikost kazdé z mnozin je tfeba zapocitat.
Nyni jsou v |R|+|L|+ |J| prvky z priniki dvou L0~
mnozin, tj. RN L, RN J a LN J, zapolteny E — —
dvakrat, proto je tfeba jejich polty odecist.
Ovsem ve vyrazu |R|+ |L| + |J| = |[RNL| = |[RNJ| —|LN J| byly
prvky z R N LN J trikrat pricteny i odeCteny a musi se zas

Dostavame: [RULU J| =
=|R|+ L+ |J|—|RNL = |RNJ|—|LNJ|+|RNLN|



Velikost sjednoceni tfi mnozin

Vsech moznych rozdani, véetné téch, kdy nékteré z déti nedostane
nic, je stejné jako zobrazeni z pétiprvkové mnoziny ovoce do

t¥iprvkové mnoziny déti, neboli 3° = 243. n

e
U mnozin R, L, a J se ovoce déli mezi zbylé 1= —
dvé& déti, a proto |R| = |L| = |J| = 2° = 32. R

Také se miize stat, ze nékterad dvojice nedostane nic, a pak vsechno
dostane treti: |[RNL| =|RNJ|=|LNJ|=1°=1.

Ovoce v8ak né&jak musi byt rozdano, tudiz RN LN J = .

IRULUJ| =
=|R|+|L|+|J|—|RNL—=|RNJ|—|LOJ|+|RNLN|
=32+432+32-1-1-1+40=093.

Odpovéd: Celkem je 243 — 93 = 150 moznosti, jak rozdat ovoce

tak, aby kazdé dité dostalo alespon jeden kus.

Poznamka: Slo o zobrazeni z 5-prvkové mnoziny na 3-prvkovou.



Princip inkluze a exkluze
Véta: Mohutnost sjednoceni n koneénych mnozin Ay, ..., A, je
dana vzorcem: [A; U - UA,| = |A1| + - + |An| — |[A1 N A2| —
— A1 DAL+ AN AN Ag| + -+ (1) A N - N A,

Diikaz indukci: Necht pro /ibovolnych AL
n—1mnozin A}, ..., A,_, plati (IP): A W

AU UA, | = |AL] + Ay + A e s
FEDIAN A AR
Vyuzijeme distributivitu N vaci U: t L e ‘U

(AtU---UA_1)NA, +l=1+]=
=(A1NA)U---U(A-1NAp) i;

Pak plati: [AjU---UA,_1UA,| =
\Alu “UAp—1] + A = (AU~ UA,_1)NA,|
PIAL + A 4+ (—1)"AL NN A+ A
(‘AlﬂA ‘-F‘AQﬂAn‘+"'+(—1)n‘A1ﬂ‘--ﬂAn_lﬂAn’)
= [A1] + -+ |Ag| = AL N Az — - = [Anm1 N A

+ AN AN Ag|+ -+ (1) A N - N A,

2x1



Pocet permutaci bez pevného bodu

Uloha: Kolik je substitu¢nich Sifer, v nichz se Zadné pismeno
nezobrazi samo na sebe?

Definice: Prvek i je pevny bod permutace m, pokud (i) = i.
Jinymi slovy, mdme urcit polet permutaci bez pevnych bodd.

Jednodussi je spoditat permutace

. . L. Ukazka: pro n =14
s predepsanymi pevnymi body.

Az
Pro permutace na n-prvkové mnoziné Ay [P )2
4213 4152
oznalme Ai =A{mr (i) =i} . @i - -
mnozinu permutaci s pevnym bodem /. A, (a2 wi
, o 2314 | 3214 2134
Plati |Aj| = (n — 1)!, protoze obraz n2
i-tého prvku je predepsan a ostatni lze 2143 2341 2413 3142 412

. v 3421 4123 4312 4321
zpemutovat libovolné.

Podobné, prinik k mnozin mé (n — k)! prvki, protoze
k prvki ma obraz predepsan a ostatni Ize zpermutovat libovolné.



Pocet permutaci bez pevného bodu

Podle principu inkluze a exkluze je permutaci bez pevného bodu:
—MnyuuAA:m-(Mﬂ+~~H—U”ﬂMrw~mmD

= nl = (D= D= G)(n=2)! 4+ (=)™ () (n— 1)

Ukazka: pro n =4

Az

Ay U A = e
:4'—(’/\1‘—}——‘A10A2ﬁA3mA4‘) @z 1243 14@
=4 — ((4)3| ( )2' —|— ) A4 %ij &3 214J

3124

= 24 (4 6 6 2+4 1 - 1 1) 9 2143 2341 2413 3142 3412
Dalsimi Gpravami dostaneme: e e e e

AU UA, =l ynnd — )

n - I 7 . .

Vyraz > ( ”1) ma limitu: % = 0,367 879441 171442321595523770161
i=0

Pro n = 26 dostavame podil substituém’ch Sifer bez pevného bodu:

148362637 348470135821 287825 -
203291 461126 605 635584 000000 — 0,367879441171442321 595523770250




Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Jsou-li A, B a C kone¢né mnoziny, jaky je vztah mezi
x=|ANB|+|ANC|+|BNC|a
y =|Al+|B|+|C|+|AnBNC|?
d) x <y,
2. Maji-li kazdé dvé z péti 10-prvkovych mnozin 2 prvky spolecné
a zadné tfi nemaji spolecny prvek, kolik prvki maji celkem?
c) 30,

3. lez

4. Pokud pro koneé¢né mnoziny plati |A; N--- N A,| =5, potom

d) ’A1U-~'UA,,‘Z5,



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Kolik s¢itancl ve vzorci pro princip inluze a exkluze
ma kladné znaménko a kolik zdporné?

» Jaky je obecny vzorec pro pocet zobrazeni
z mnoziny velikosti n na mnozinu velikosti m?

» Kolik mnozin nasobki je tfeba vzit v potaz
pro uréeni poCtu prvocisel mensich nez 1007

[ee] i

Y Y , Gl ey —1)f

» Proc se soulet prvnich n ¢lent fady > ( I.,)

v, e 1 Ly v 1 i=0
lisi od jeji limity ¢ o mén& nez ;7



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Nazev ,princip inkluze a exkluze" vychazi z postupu zalozeného na
prilis velkorysém zaclenéni, po némz nasleduje kompenzacéni
vylouceni. Koncept je pfipisovan Abrahamu de Moivre (1718),
ackoli poprvé se objevuje az v ¢lanku Daniela da Silvy (1854).

Uloha o podilu permutaci bez pevného bodu byv4 v literatute
nazyvana problém satnarky (Hatcheck lady problem).

Postup urceni prvocisel vysktanim jejich nasobki je znamé
Eratosthenovo sito.



