Kombinatorika a grafy I — 12. cviceni*

17. kvétna 2019

1 Ramseyova teorie

Pro k € N nazveme k-obarvenim mnoziny X libovolnou funkei f: X — C, kde C je mnozina k barev.
Pro p,ni1,...,n; € N definujme Ramseyovo ¢éislo Ry(na,...,nx) jako nejmensi N € N takové, ze
{1,...,N}
P
podmnozinu X C {1,..., N} velikosti n; se véemi p-ticemi z (f ) obarvenymi i-tou barvou.

pro kazdé k-obarveni mnoziny ( ) existuje i € {1,..., k} takové, ze dané k-obarveni obsahuje

Ramseyova véta. Pro kaZdé p,ni,...,n, € N je ¢islo Ry(n1,...,ng) koneéné.
Ramseyova véta plati i v nésledujici nekoneéné verzi.

Ramseyova véta (nekonecnd verze). Pro kaZdé p,k € N a pro kaZdé k-obarveni mnoZiny (I;I)
ezistuje nekonecnd X C N takovd, Ze vsechny jeji p-tice maji v daném k-obarveni stejnou barvu.

Priklad 1. (a) Ukaszle, Ze pro kaidé prirozené éislo n existuje prirozené cislo M(n) takové, Ze
kazdd {0,1}-matice s rozméry M(n) x M(n) obsahuje n X n podmatici, kterd obsahuje bud’ jen
nuly nebo jen jednicky.

(b) Sestrojte libovolné velkou {0, 1}-matici, kterd neobsahuje 2 X 2 matici se samymi jednickami a
ani 2 X 2 matici se samymi nulami jako diagonalni podmatici. Matice A o rozmérech n X n je
diagondlni podmatici matice B o rozmérech N x N, pokud ezistuje R C {1,...,N}, |R| = n,
takovd, Ze vybrdanim tddku a sloupci matice B s indexy z R ziskdme matici A.

(c) Ukazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje prirozené ¢islo DM (n) takové, Ze kazda {0,1}-
matice s rozméry DM (n) x DM (n) obsahuje n x n diagondlni podmatici, kterd md vSechny
prvky na diagondle totozné, vsechny prvky nad diagondlou totozné a také vsechny prvky pod
diagondlou totozné.

Priklad 2. Dokazte Schurovu vétu. Ukazte, Ze existuje dost velké N € N takové, Ze obarvime-li
proky [N] dvéma barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y,z € [N], které maji stejnou barvu a plati
x4y =z (4. najdeme jednobarevné reseni této rovnice).

Hint: Zvolte N = Ry(3,3) — 1 a sestrojte vhodny hranové 2-obarveny graf.

Piiklad 3. Necht M(n) oznacuje pocet permutaci mnoZiny [n], které neobsahuji aritmetickou
posloupnost délky tri (3AP).

(a) Ukazte, Ze pro kazdé prirozené n plati M(n) > 0. Neboli dokazte, Ze pro kazZdé n jde najit
permutact [n], kterd neobsahuje 3AP.

(b) Ukaste, ze dokonce plati M(n) > 2"t pro kazdé n. Neboli pocet permutaci, které se vyhijbagji
3AP, dokonce roste exponencidlné rychle.

(c) Ukazte, Ze v kaZdé permutaci viech prirozenych &isel uz vidy najdeme SAP.

Priklad 4. Dokazte Erddsovu—Szekeresovu vétu pro dimenzi 8. Neboli ukazte, Ze pro kazdé k € N
existuje prirozené N = N (k) takové, Ze kazdd mnoZina N bodi z R3 v obecné poloze (Zidné 4 body
nelezi na spolecné roviné) obsahuje k bodu, které jsou vrcholy konvexniho mnohosténu.

Muzete vyuzit Erddsovu—Szekeresovu vétu v dimenzi 2.

Priklad 5. Pro konecnd slova U a W nad stejnou abecedou budeme psit U T W, pokud U
je podslovem W (tj. U jde dostat z W wvyskrtnutim nékterych pismen). Higmanova véta 7ikd, Ze
mdme-li nekoneéné mnoho konecényjch slov nad koneénou abecedou, pak existuji slova U a W takovd,
zZeUCW.

Ukazte, Ze Higmanova véta je ekvivalentni s turzenim, Ze v dané situaci vZdy umime mezi nasimi
slovy najit nekonecénou posloupnost slov Uy C Uy C -+ -

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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