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1 Ramseyova teorie

Pro k ∈ N nazveme k-obarveńım množiny X libovolnou funkci f : X → C, kde C je množina k barev.
Pro p, n1, . . . , nk ∈ N definujme Ramseyovo č́ıslo Rp(n1, . . . , nk) jako nejmenš́ı N ∈ N takové, že

pro každé k-obarveńı množiny
({1,...,N}

p

)
existuje i ∈ {1, . . . , k} takové, že dané k-obarveńı obsahuje

podmnožinu X ⊆ {1, . . . , N} velikosti ni se všemi p-ticemi z
(
X
p

)
obarvenými i-tou barvou.

Ramseyova věta. Pro každé p, n1, . . . , nk ∈ N je č́ıslo Rp(n1, . . . , nk) konečné.

Ramseyova věta plat́ı i v následuj́ıćı nekonečné verzi.

Ramseyova věta (nekonečná verze). Pro každé p, k ∈ N a pro každé k-obarveńı množiny
(N
p

)
existuje nekonečná X ⊆ N taková, že všechny jej́ı p-tice maj́ı v daném k-obarveńı stejnou barvu.

Př́ıklad 1. (a) Ukažte, že pro každé přirozené č́ıslo n existuje přirozené č́ıslo M(n) takové, že
každá {0, 1}-matice s rozměry M(n)×M(n) obsahuje n×n podmatici, která obsahuje bud’ jen
nuly nebo jen jedničky.

(b) Sestrojte libovolně velkou {0, 1}-matici, která neobsahuje 2× 2 matici se samými jedničkami a
ani 2× 2 matici se samými nulami jako diagonálńı podmatici. Matice A o rozměrech n× n je
diagonálńı podmatićı matice B o rozměrech N ×N , pokud existuje R ⊆ {1, . . . , N}, |R| = n,
taková, že vybráńım řádk̊u a sloupc̊u matice B s indexy z R źıskáme matici A.

(c) Ukažte, že pro každé přirozené č́ıslo n existuje přirozené č́ıslo DM(n) takové, že každá {0, 1}-
matice s rozměry DM(n) × DM(n) obsahuje n × n diagonálńı podmatici, která má všechny
prvky na diagonále totožné, všechny prvky nad diagonálou totožné a také všechny prvky pod
diagonálou totožné.

Př́ıklad 2. Dokažte Schurovu větu. Ukažte, že existuje dost velké N ∈ N takové, že obarv́ıme-li
prvky [N ] dvěma barvami, pak vždy dokážeme naj́ıt x, y, z ∈ [N ], které maj́ı stejnou barvu a plat́ı
x + y = z (tj. najdeme jednobarevné řešeńı této rovnice).

Hint: Zvolte N = R2(3, 3)− 1 a sestrojte vhodný hranově 2-obarvený graf.

Př́ıklad 3. Necht’ M(n) označuje počet permutaćı množiny [n], které neobsahuj́ı aritmetickou
posloupnost délky tři (3AP).

(a) Ukažte, že pro každé přirozené n plat́ı M(n) > 0. Neboli dokažte, že pro každé n jde naj́ıt
permutaci [n], která neobsahuje 3AP.

(b) Ukažte, že dokonce plat́ı M(n) ≥ 2n−1 pro každé n. Neboli počet permutaćı, které se vyhýbaj́ı
3AP, dokonce roste exponenciálně rychle.

(c) Ukažte, že v každé permutaci všech přirozených č́ısel už vždy najdeme 3AP.

Př́ıklad 4. Dokažte Erdősovu–Szekeresovu větu pro dimenzi 3. Neboli ukažte, že pro každé k ∈ N
existuje přirozené N = N(k) takové, že každá množina N bod̊u z R3 v obecné poloze (žádné 4 body
nelež́ı na společné rovině) obsahuje k bod̊u, které jsou vrcholy konvexńıho mnohostěnu.

M̊užete využ́ıt Erdősovu–Szekeresovu větu v dimenzi 2.

Př́ıklad 5. Pro konečná slova U a W nad stejnou abecedou budeme psát U v W , pokud U
je podslovem W (tj. U jde dostat z W vyškrtnut́ım některých ṕısmen). Higmanova věta ř́ıká, že
máme-li nekonečně mnoho konečných slov nad konečnou abecedou, pak existuj́ı slova U a W taková,
že U vW .

Ukažte, že Higmanova věta je ekvivalentńı s tvrzeńım, že v dané situaci vždy umı́me mezi našimi
slovy naj́ıt nekonečnou posloupnost slov U1 @ U2 v · · · .

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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