Kombinatorika a grafy I — 11. cviceni*

10. kvétna 2019

1 Ramseyova teorie a grafy

Pro k € N nazveme k-obarvenim mnoziny X libovolnou funkci f: X — C, kde C je mnozina k
barev. Pro nq,...,n; € N definujme Ramseyovo ¢islo Ra(ny,...,nx) jako nejmensi N € N takové,
ze pro kazdé k-obarven{ hran grafu Ky existuje i € {1,...,k} takové, ze dané k-obarveni obsahuje
K, jako podgraf se vSemi hranami obarvenymi i-tou barvou.

Ramseyova véta pro grafy. Pro kazdé nq,...,n; € N je éislo Ry(nq,...,nk) konecné.

Z prednésky také vime, ze Ra(3,3) = 6 a Ra(k,1) < (*{'7?) pro kazdé k,l € N.

Oznacime-li pro grafy Hi, ..., Hy jako Ro(Hy, ..., Hy) nejmensi N € N takové, ze pro kazdé k-
obarveni hran grafu K existujei € {1,..., k} takové, ze dané k-obarveni obsahuje H; jako podgraf
se vSemi hranami obarvenymi i-tou barvou, pak z Ramseyovy véty dostdvame Ro(Hq, ..., Hg) <
Ro(|V(Hy)|,-- -, |V(Hg)|)- Tedy i tato Ramseyovskd ¢isla obecnych grafi jsou vzdy konecna.

Priiklad 1. Urcete nejmensi N takové, Ze v kaZdém cerveno-modrém obarveni hran Ky najdeme
bud modrou kopii K1 3 nebo cervenou kopii K3. Neboli urcete Ro(K1 3, K3).

Piiklad 2. Ukazte, Ze pro kazdé fixni k € N existuje Ng € N takové, Ze pro kazdé N > Ny je v
kazdém 2-obarveni hran grafu Ky aspori Q(N*) kopii Ky, se vsemi hranami stejné barvy. Neboli
ukazte, Ze od jistého poctu vrcholi neni zarucena jen jedna jednobarevnd kopie Ky, ale dokonce
jich najdeme velmi mnoho.

Piiklad 3. Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich tvrzend jsou pravdivd:

(a) Obarvime-li dostatecné velky iplng graf se smyckami dvéma barvami (barvime hrany a smycky),
vZdy existuje jednobarevny uplny podgraf se smyckami na n vrcholech.

(b) Pro kazdé n € N existuje N € N takové, Ze pro libovolnyj graf G na N wvrcholech plati: bud G
obsahuje K, ,, jako podgraf nebo doplnék G obsahuje Ky, , jako podgraf.

(c) Pro kazdé n € N ezistuje N € N takové, Ze pro libovolnyj graf G na N wvrcholech plati: bud G
obsahuje K, ,, jako podgraf nebo G obsahuje doplnék K, , jako podgraf.

(d) Pro kazdy graf G existuje N € N takové, Ze v libovolném 2-obarveni hran Ky najdeme jedno-
barevnou G jako indukovany podgraf.

Piiklad 4. Dokazte nerovnost Ra(3,...,3) < |e-k!] +1 pro Ramseyovo éislo Ra(3,...,3) s k
barvams.

Piiklad 5. Dokazte, Ze pro kaZdé k € N existuje n € N takové, Ze pro kazdy grof G = (V, E)
s alespori n vrcholy a kaZdé jeho 2-obarveni hran existuje U C V welikosti alespon k takovd, Ze
véechny hrany indukovaného podgrafu G[U| maji stejnou barvu.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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