Diskrétni matematika — priklady na 8. cviceni”

1 Zaklady pravdépodobnosti podruhé

Konecnyg pravdépodobnostni prostor je par (Q, P), kde Q je koneénd mnozina elementdrnich jevi a
P: 2% — [0, 1] je funkce takovd, ze P()) = 0, P(Q) =1 a P(AUB) = P(A) + P(B) pro kazdé dvé
disjunktni mnoziny A, B C Q. Podmnoziny A C Q nazyvame jevy a P(A) je pravdépodobnost jevu
A. Jevy Ay, ..., Ay, jsou nezdvislé, pokud pro kazdé I C {1,...,n} plati P (Nierd;) = [[;c; P(A:).
Jsou-li A a B jevy s P(B) > 0, pak podminénd pravdépodobnost P(A | B) znaéi pravdépodobnost
A za podminky, ze plati B. Mdme P(A | B) = P(AN B)/P(B).

Ndhodnou veli¢inou na € je funkee X: Q — R. Stredni hodnota E[X] ndhodné veliciny X se
rovna o X (w)- P({w}). Plati linearita stfedni hodnoty, ¢ili pro kazdé dvé ndhodné veliciny X
aY na Q akazdé a € R plati E[X + Y] = E[X] 4+ E[Y] a E[aX] = aE[X]. Jako indikdtorovou
proménnou jevu A nazyvdme ndhodnou veli¢inu I4: Q — {0,1}, kde I4(w) = 1, pokud w € A a
I4(w) =0 jinak. Pro I4 plati E[I4] = P(A).

Markovova nerovnost. Pro nezdpornou ndhodnou velicinu X se stredni hodnotou E[X] =m >0
plati pro kaZdé redlné cislot > 0

P(X >tm)<

S

Priklad 1. Jakd je pravdépodobnost, zZe ve skupiné n lidi alespori 2 maji narozeniny ve stejny den?

Priklad 2. Dokazte, Ze pro kazZdych n jevu Aq,..., A, v koneéném pravdépodobnostnim prostoru
plati

P(UZ1Ai) < zn: P(4;).

Uved’te formdlni dikaz zaloZensj na definici pravdépodobnostniho prostoru.

Priklad 3. Méjme n bodu v roviné, kde Zadné tri nelezi na spolecné primce. Mezi kaZdgmi dvéma
body nakreslime tsecku s pravdépodobnosti 1/2.

(a) Pro k € {1,...,n}, jakd je stredni hodnota poctu X, k-tic dangch bodi takovijch, Ze mezi
kazdym pdrem bodu této k-tice je nakreslend usecka?

(b) Pro jak velké k = k(n) témér jisté nenajdeme Zadnou k-tici takovych bodu? Neboli pro jak velké
k= k(n) jelim, oo P(X, >1)=07?

Hint: Markovova nerovnost.

Priklad 4. Dokazte, Ze jsou-li A a B nezdvislé jevy v koneéném pravdépodobnostnim prostoru
(Q, P), pak jejich dopliky A =Q\ A a B=Q\ B jsou nezavislé.

Piiklad 5. Dokazte, Ze v koneéném pravdépodobnostnim prostoru (2, P) plati E[X?] > E[X]? pro
kazdou ndhodnou velicinu X na Q. Jako E[X?] znacéime vjraz Y., .o X (w)*P({w}).
Hint: Dokazte 0 < E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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