Diskrétni matematika — priklady na 11. cviceni*

1 Rovinné grafy a barevnost

Rovinng graf G je graf, ktery m4 alespon jedno rovinné nakresleni, ve kterém maji spojité kiivky
odpovidajici ruznym hrandm spoletné nanejvys koncové body. Po odstranéni téchto kiivek se
rovina rozpadne na kone¢ny pocet souvislych oblasti, které nazyvame stény nakresleni grafu G.
Rekneme, ze graf H je podrozdélenim grafu G, pokud H je izomorfni grafu, ktery z G dostaneme
podrozdélovanim jeho hran, tj. umisfovanim vrchold na hrany.

Eulerova formule. Necht G = (V, E) je souvisly rovinngj graf. Oznaéme v = |V|, e = |E| a jako
f pocet stén nakreslent grafu G. Potom plati v+ f —e = 2.

Kuratowského véta. Graf je rovinny prdavé tehdy, kdyZ neobsahuje podrozdéleni Ks ani Ks 3.

Také z prednéasky vime, ze kazdy rovinny graf na n vrcholech mé nanejvys 3n — 6 hran a pokud
navic neobsahuje trojihelnik, tak ma nanejvys 2n — 4 hran.

Zobrazeni b: V — {1,2,..., k} nazveme obarvenim grafu G = (V, E), pokud pro kazdou hranu
{u,v} € E plati b(u) # b(v). Barevnost grafu G, oznatovand x(G), je minimaln{ pocet barev nutny
k obarveni G.

Véta o étytrech barvach. Kazdy rovinng graf jde obarvit ¢tyrmi barvams.

Priklad 1. Rohodnéte, jestli je graf na obrdzku rovinng ¢ nikoli. Pokud je rovinnyg, najdéte jeho
rovinné nakreslent.

Priklad 2. Naleznéte priklad triangulace, na které se rozbije ndsledujici nesprdvny dukaz Véty o
ctyrech barvdch:

Diikaz. Stadi uvazovat jen maximdlni rovinné grafy, ¢ili triangulace, protoze priddnim hrany ne-
klesne barevnost. Postupujeme indukei podle po¢tu vrcholu n. Pron = 3 je tvrzeni trividlni, protoze
X(K3) = 3. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vsechny triangulace na n vrcholech. Priddnim
vrcholu v do stény F' n-vrcholové triangulace T” a spojenim v hranami se vSemi vrcholy stény F
obdrzime triangulaci T na n + 1 vrcholech. Uvazme obarveni T’ nanejvys ¢tyimi barvami, které
méame z indukéniho predpokladu. Protoze v sousedi se tfemi vrcholy, muzeme v obarvit za pouziti
nanejvys ctyf barev. Tim obdrzime obarveni s nanejvys ¢tyimi barvami pro T' a tvrzeni tak plati
i pro triangulace s n + 1 vrcholy. O

Piiklad 3. Bud G rovinny graf neobsahugici Ks. Dokazte x(G) < 4.
Priklad 4. Naleznéte rovinnd nakresleni grafu Ks, K¢ a K7 na toru.

Piiklad 5. Ukazte, Ze Petersenuv graf neni rovinng.

Priiklad 6. Vnéjskoveé rovinny graf je graf, ktery md takové rovinné nakreslent, v némz jsou vsechny
vrcholy na vnéjsi sténé. Dokazte, Ze kazdy vnéjskové rovinny graf je 3-obarvitelny.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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