Diskrétni matematika — priklady na 1. cviceni*

1. t{jna 2019

1 Vyroky

Piiklad 1. Necht M je mnoZina osob pritomnijch v posluchdrné a nechf W (x,y) znamend: osoba
x znd prijment osoby y. Zkoumejte platnost vyroku
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Priklad 2. Plati vyrok

“(VzteRIyeRVzeR: (z>y=2>2)) & (AreRVyeRIzeR: (z>y&z<x))?

2 Matematicka indukce
Piiklad 3. Dokazte matematickou indukci platnost ndsledugicich vztahi pro kazdé n € N
(a) 12422+ +n?=In(n+1)(2n+1).

(b) Yr i = (0 0)

Piiklad 4. UvaZme Fibonacciho posloupnost {Fy,}, cy, coZ je posloupnost spliiujici rekurentni
podminky Fy = Fo, =1 a F,, = F,_1 + F,_5 pron > 3. Ukazte, Ze plati

ZFi:F7L+2_1~
i=1

Priklad 5. Méjme Sachovnici o rozmérech 2™ x 2™ pron € N, na které chybi jedno rohové policko.
Ukazte, Ze je mozné ji celou vydldzdit dlaZdicemi ndsledugictho tvaru:

Priklad 6. Méjme n primek v obecné poloze v roviné (tj. Zddné tri se neprotinaji v jednom bodé a
Zdadné dvé nejsou rovnobézné). Ukazte, Ze rovina je témito primkami rozdélena na %n n+1)+1
casti.

Pi#iklad 7. Najdéte chybu ve zminéném dikazu tvrzeni: Necht p1,...,p, je n > 2 rizngjch primek
v roving, z nichZ Zddné dvé nejsou rovnobéiné. Potom vsechny tyto primky maji spoleény bod.

Diikaz. Postupujeme indukei. Pro n = 2 tvrzeni plati. Necht plati pro n a méjme n + 1 pifmek
D1, - -+ Pn+1- Zindukéniho predpokladu maji ptimky p1, p2, . . ., pn spoleény bod x. Podobné piimky
D1,D2, - - -y Pn—1, Pn+1 Maji spoleény bod y. Piimka p; lezi v obou skupinéch, proto obsahuje jak z,
tak y. Totéz plati pro p,_1. Ponévadz p; a p,_1 jsou ruznobézné a protinaji se tedy jen v jednom
bodé, plati = y. Takze vSechny piimky p1,...,p,4+1 maji spoletny bod. O

Piiklad 8 (*). Na ostrové Zije 1000 domorodci, z nichZ 900 md hnédé a 100 modré oci. Kazdy
domorodec vidi barvu o¢i véech ostatnich, ale neznd tu svoji. Jejich ndboZenstvi jim zakazuje se o
barvé oci bavit a dozvi-li se néjaky domorodec, Ze md modré oci, pak se musi ndsledujici den zabit.
Jednoho dne kmen navstivil cestovatel neznaly mistnich zvyklosti, ktery pri svém odjezdu neopatrné
prohldsil: ,,To jsem rdd, Ze vidim osobu s modryma oc¢ima.“. Jaky vliv bude mit tato pozndmka na
domorodce?

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

(a) Nestane se nic, protoZe cestovatel neprinesl Zddnou novou informaci. Kazdy élovék z kmene jiz
pred jeho ndvstévou védél, zZe nékteri z mistnich maji modré oci.

(b) Po 100 dnech vsichni modrooci domorodci spdchaji sebevraZdu. To proto, Ze dand situace je
specidlnd pripad ndsledujici véty, kterd se dd dokdzat matematickou indukct.

Véta. Necht v kmeni Zije n € N domorodcii s modrijma o&ima. Potom po n dnech od cestova-
telova odjezdu vsech n domorodci s modrima ocima spdchd sebevraZdu.

Diikaz. Postupujeme indukci podle n. Pro n = 1 si osamoceny modrooky domorodec uvédomi,
ze cestovatel mluvil o ném a zabije se dalsi den. Nyni uvazme n > 1. Kazdy modrooky do-
morodec bude uvazovat nasledovné:  Pokud nemam modré oci, pak je na ostrové jen n — 1
osob s modryma o¢ima a ti podle indukce spachaji sebevrazdu po n — 1 dnech od cestovatelova
odjezdu.“ Ale po n — 1 dnech nikdo sebevrazdu nespédchd, protoze nikdo z nich do té doby
nema jak zjistit, ze je sém modrooky. Pod n — 1 dnech si tak kazdy z modrookych domorodci
uvédomi, ze sém musi mit modré o¢i a n-ty den spachd sebevrazdu. O

Priklad 9 (*). Indukci dokazte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pramérem. Neboli,
Ze pro kazdijch n kladngch redlngjch ¢isel aq,aq, ..., a, plati

1
Varaz--an < — (a1 +az + - +ag).
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