Diskrétni matematika
Zadani domacich ukolu

1. ledna 2020

1 Zadano 1. 10. 2019 (Termin odevzdani 15. 10. 2019)

Priklad 1. Chceme rozlamat tabulku cokolddy s m x n dilky na jednotlivé dilky. Kolik nejméné
rozlomend je na to potieba? A kolik nejvice? [3]

Piiklad 2. Jaky je pocet slov délky n nad abecedou {A, B}, ve ktergch se nevyskytuji dvé po sobé
jdouct pismena B? [2]

Priklad 3. Alice si prinesla tri svoje vlastni Sestisténné kostky (Cervenou, Zlutou a modrou) a
chce st s vami zahrdt hru, ve které budete kaZdy hdzet svou na zacédtku vybranou kostkou, pricemz

kterou pak budete celou dobu hdzet. Kostky jsou spravedlivé, na cervené jsou dvé trojky, dvé ctyrky
a dvé osmicky, na Zluté jsou dvé jednicky, dvé pétky a dvé devitky a na modré jsou dvé dvojky, dvé
Sestky a dvé sedmicky. Jakou kostku byste si zvolili? [3]

Priklad 4. Na vodorovné tyéi dlouhé 1 metr je 25 mravenci. V ¢ase 0 se kaZdy mravenec zacne
pohybovat rychlosti 1cm/s podél tyée v jednom ze dvou mozngch sméri (vlevo nebo vpravo). Pokud
dojde na okraj tyce, spadne doli. Pokud se dva mravenci potkaji, nemohou se vyhnout a misto
toho se oba otoci éelem vzad a pokracuji v pohybu opacnym smérem. Dokazte, Ze nejpozdéji za 100
sekund vsichni mravenci popadaji. [2]

2 Zadéano 15. 10. 2019 (Termin odevzdani 5. 11. 2019)

Priklad 5. Najdéte priklad dvojice relaci (R, S) na X takové, Ze R i S jsou tranzitivng, ale RUS,
R\ S ani RAS tranzitivni nejsou. Operace symetricky rozdil RAS vybere proky, které se vyskytugi
v prdvé jedné z mnozin R a S, formdlné RAS = (R\ S) U (S\ R). [3]

Piiklad 6. Dokaste, Ze plati RoR™' = Ax, je-li relace Ro R™! reflexivni a slabé antisymetrickd.
Symbolem Ax znacime nejmensi reflexioni relaci na mnoziné X : [3]

Ax ={(z,z) |z € X}.

Piiklad 7. Dokazte, Ze usporddand mnoZina (N \ {1} ,|) md nekoneéné mnoho minimdlnich proki.
O ktera c¢isla se jednd? Nakreslete prislusny Hasseuv diagram na prvcich 2,3, ...,15. [2]

Priklad 8. Nakreslete Hasseuv diagram ¢dstecné usporadané mnoziny ({2’“31: k,le N} ,|) (mno-
Zina ¢isel délitelngch pouze 2 a 3 usporddand relact délitelnosti). 2]

Priklad 9. Kolik nul md na konci éislo 100!? Jak je tomu v pétkové soustavé? Co v bindrni? (Svd
turzent dokazte bez pouZiti pocitace.) [3]

3 Zadano 29. 10. 2019 (Termin odevzdani 19. 11. 2019)

Piiklad 10. Necht k, n jsou prirozend éisla. Dokazte, Ze (k)" déli (kn)!. (3]
Hint: zkuste uvdzit kombinatorickou interpretaci.

Piiklad 11. Kolika zpisoby lze sefadit do fronty 5 Cechii, 4 Madary a 3 Rusy tak, aby vsichni
prislusnici Zddného ndroda netvorili jeden souvisly blok? Cleny stejné ndrodnosti mezi sebou rozlisuje-
me. (3]

Piiklad 12. Pro n > 100 rozhodnéte, éeho je vice: 2]

(a) zobrazeni z n-prvkové mnoziny do triprvkové mnoZiny, nebo



(b) Tetézeu délky 5 v uspordddnd ({1,2,...,n},<)?
Své rozhodnuti srozumitelné zduvodnéte, samotnd nerovnost je témeér bezcennd.

Piiklad 13. Pro vsechna celd ¢isla n > r > 1 dokaste, Ze plati [3]

T r+1 n n+1
+ + -+ = .
r T T r+1
(Pozor! Pri postupu matematickou indukci podle n pri pevném r nestaéi jako zacdtek indukce zvolit
n=r=1.)

4 Zadéno 19. 11. 2019 (Termin odevzdani 3. 12. 2019)

Piiklad 14. Necht 3 (n) znaéi pocet permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoZiné. Dokazte
vztah [3]

5(n)n!n§(n1)(2>§(n2}~--( " )5(1)1.

n—1

Priklad 15. Méjme mnozinu S velikosti n. Ukazte, Ze pocet jejich podmnoZin, které maji lichou
velikost, se round poctu jejich podmnozin sudé velikosti. Jakému éislu se dany pocet rovnd?  [3]

Piiklad 16. Méjme cisla v, m, n € N takovd, Ze plati r < m < n. Kombinatorickou interpretact
dokazte, Ze plati [2]

() (-0
5 Zadano 3. 12. 2019 (Termin odevzdani 17. 12. 2019)

Priklad 17. Naleznéte chybu v nasledujicim dikazu tvrzeni ,,KazZdy graf s alesporni tremi vrcholy
a se vSemi stupni velikosti alespori dva obsahuje cyklus C3.“ [3]

Diikaz. Postupujeme indukei podle poétu vrcholit n. Tvrzeni plati v piipadé n = 3, protoze dany
graf muze byt jen Cs. Uvazme indukéni krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech se véemi stupni
velikosti alesponi dva. Pro G tvrzeni plati z indukéniho pfedpokladu a tedy obsahuje C5. Vytvoiime
z G novy graf G’ na n vrcholech pridénim nového vrcholu, ktery je incidentni s alesponn dvéma
vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus Cjs, tak jej G’ obsahuje také. O

Priklad 18. Pro kazdou dvojici prirozengch éisel n, k, kterd spliiuje podminkyn > k+1 a 2 | kn,
sestrojte k-requldrni graf na n vrcholech. [3]

Piiklad 19. Necht T je strom s aspori dvéma vrcholy takovy, Ze pro kazdou jeho hranu e maji obé
komponenty v T — e lichy podet vrcholi. Dokazte, Ze potom md kazdy vrchol v T lichy stuperi. [4]

Piiklad 20. Necht T je strom smn > 2 vrcholy. Necht p;, i € N, oznacuje pocet vrcholii v T stupné
1. Ukazte, Ze plati [2]

PL—p3—2ps— - —(n—=3)pp—1 =2

Piiklad 21. Necht Ty, Ty, ..., Ty jsou podstromy stromu T takové, Ze kaZdé dva maji neprdzdni
spoleény prunik. UkaZte, Ze potom existuje vrchol spoleény vsem podstromum T;, i =1,2,... k. [4]

6 Zadano 15. 12. 2019 (Termin odevzdani 7. 1. 2020)

Priklad 22. Dokaste, ze graf G = (V, E) je stromem pravé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici a
[E|=[V]-1. (3]

Piiklad 23. Méjme graf G na 2n > 6 vrcholech, vznikly z disjunktniho sjednoceni dvou iplnych
grafi K,, prontho na vy,...,v, a druhého na vnyi,...,0a,, priddnim dvou hran {vi,v,41} a
{va2, Unta}. Urcete pocet koster grafu G. Kolik koster dostaneme pro n = 3¢ [4]

Priklad 24. Naleznéte Hamiltonovskou kruznici pro pravidelny dvandctistén. 2]



Piiklad 25. V orientovaném grafu hrandm odpovidaji usporddané dvojice vrcholi (Sipky mezi
vrcholy), pricemz kaZdy pdr vrcholi tvor nanejvys jednu takovou dvojici. UkaZte, Ze kaZdy orien-
tovany dplny graf obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu (cestu obsahujici viechny vrcholy
tvorenou na sebe navazujicimi Sipkami stejného sméru). [3]

Piiklad 26. Ukaste, Ze kazdy graf G obsahuje vrchol u a mnoZinu aspori |idegq(u)| cykli ta-
kovyjch, Ze kaZdé dva sdileji pouze vrchol u a Zddniy jiny. [3]
Hint: Uvazte nejdelsi cestu v G.

Piiklad 27. Graf M nazveme parovanim, pokud Zddné dvé hrany v M nemaji spolecny vrchol.
Perfektni parovani je pdrovani, ve kterém hrany pokryvaji véechny vrcholy. Pro kazZdé n € N urcete

pocéet perfektnich pdrovdni v Zebriku Z,,: [3]
Uy Uz U3 ce Unp—1 Unp
V1 Vg U3 N Un—1 Un

7 Zadano 7. 1. 2020 (Termin odevzdani 16. 2. 2020)

Priklad 28. Ukazte, Ze doplnék rovinného grafu na alespori jedendcti vrcholech neni rovinng. Na
kolika vrcholech jesté dokdzZete najit rovinné nakreslent grafu a jeho dopliiku? [3]

Priklad 29. Dokazte, Ze kazdy rovinny graf, jehoz vrcholy maji vSechny stupné alespont 5, md
alespori 12 vrcholi. [2]

Piiklad 30. Necht mdme rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou vechny stény trojihelniky.

Predpoklddejme, Ze vrcholy G jsou obarveny tremi barvami (nemusi se nutné jednat o korekind

obarvent, tj. muze existovat hrana s obéma koncovymi vrcholy stejné barvy). Ukazle, Ze pocet stén,

na jejichZ vrcholech jsou pouzity vSechny tri barvy, je sudy. [4]
Ndpovéda: Uvazte pocitdni dvéma zpiusoby.

Piiklad 31. Pro k € N oznacme jako BF mnoZinu bindrnich vetizki délky k. Uvazme graf Qp =
(V, E), nazgvany k-krychle, ve kterém V = B* a {u,v} € E prdvé tehdy, kdyz se retizky u a v lisi
na prdvé jedné pozici. Pro jakd k je Qy jesté rovinng? [2]

Piiklad 32. Bud G rovinng graf neobsahugjici K3. Dokazte x(G) < 4. [3]
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