Diskrétni matematika — 7. cviceni

14. listopadu 2018

1 Zaklady pravdépodobnosti

Konecnyg pravdépodobnostni prostor je par (Q, P), kde Q je koneénd mnozina elementdrnich jevi a
P: 2% — [0, 1] je funkce takovd, ze P()) = 0, P(Q) =1 a P(AUB) = P(A) + P(B) pro kazdé dvé
disjunktni mnoziny A, B C Q. Podmnoziny A C Q nazyvame jevy a P(A) je pravdépodobnost jevu
A. Jevy Ay, ..., Ay, jsou nezdvislé, pokud pro kazdé I C {1,...,n} plati P (Nierd;) = [[;c; P(A:).
Jsou-li A a B jevy s P(B) > 0, pak podminénd pravdépodobnost P(A | B) znaé¢i pravdépodobnost
A za podminky, ze plati B. Mdme P(A | B) = P(AN B)/P(B).

Néhodnou velic¢inou na Q je funkce X: Q@ — R. Stiedni hodnota E[X] ndhodné veliciny X se
rovna o X (w)- P({w}). Plati linearita stfedni hodnoty, ¢ili pro kazdé dvé ndhodné veliciny X
aY na Q akazdé a € R plati E[X + Y] = E[X] 4+ E[Y] a E[aX] = aE[X]. Jako indikdtorovou
proménnou jevu A nazyvdme ndhodnou veli¢inu I4: Q — {0,1}, kde I4(w) = 1, pokud w € A a
I4(w) =0 jinak. Pro I plati E[I4] = P(A).

Priklad 1. Dokazle, Ze jsou-li A a B nezdvislé jevy v koneéném pravdépodobnostnim prostoru
(Q, P), pak jejich dopliky A =Q\ A a B=Q\ B jsou nezqvislé.

Priklad 2. Predpoklddejme, Ze pravdépodobnost narozeni dcery je stejnd jako pravdépodobnost
narozeni syna. Vime, Ze dand rodina md pravé dve déti a Ze aspon jeden z nich je chlapec. Jakd je
pravdépodobnost, zZe maji dva chlapce? Jaky pravdépodobnostni prostor zvolite?

Priklad 3. Na lovu si kazdy z celkem n myslivet uniformné nahodné vybere jednho z n zajicu a
poté vsichni myslivci nardz vystreli a Zadny nemine. Jakd je stredni hodnota poctu nezasaZenych
zagicu? Jaky pravdépodobnostni prostor uwvaiujeme?

Piiklad 4. Dokaste, Ze v koneéném pravdépodobnostnim prostoru (2, P) plati E[X?] > E[X]? pro
kazdou ndhodnou velicinu X na Q. Jako E[X?] znacime vygraz 3. o X (w)2P({w}).

Hint: Dokaste 0 < E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?. e

Piiklad 5 (*). Monty hall problem: Jste v televizni soutéZi, ve které si jako vghru miZete odnést
nové auto. Problémem je, Ze auto je schované za jednémi ze tri dvert, za kaZdymi s toutéZ pravde-
podobnosti, a za zbylymi dvéma dvermi je jen kupka hnoje. K ziskani auta musite ukdzat na dvere,
za kterymi je auto schované. Na rozdil od moderdtora soutéze nevite, které to jsou, a tak si vyberete
uniformné nahodné jedny z nich. Moderdtor poté zvoli jedny ze dveri, které jste nevybrali, a odhal,
Ze za nimi byla schovand kupka hnoje (md-li moderdtor na vybér z vice dveri, které odhalit, také
si vybere uniformné ndhodné). Poté vdm dd moZnost si svou volbu rozmyslet a pripadné ukdzat
na druh€ jesté neoteviené dvere. Za predpokladu, Ze radéji vyhrajete nové auto nez kupku hnoje,
vyuZijete jeho nabidku?
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