Diskrétni matematika — 3. cviceni™

18. fijna 2018
1 Céstecns uspofidani

Relace < na X se nazyvé (ddsteéné) uspordddni, jestlize je reflexivni, slabé antisymetrickd a tran-
zitivni. Pér (X, <) se nazyva cédsteéné usporddand mnozina.

Mame-li néjaké ¢astecné usporadani <, tak muzeme definovat odvozenou relaci ostré nerovnosti
< takto: @ < b préavé tehdy, kdyz a < b a a # b. Také lze definovat obrdcenou nerovnost, tedy
relaci >, vztahem a > b < b < a.

Hasseuv diagram je zndzornéni ¢astecné usporddané mnoziny (X, <), kde kazdy prvek mnoziny
X tvoii bod (vrchol). Dva vrcholy = a y se spoji éarou (hranou) vedenou zdola nahoru od z k y,
jestlize x < y a neexistuje z € X takové, ze x < z < y.

Céstecné usporadani < na X je linedrnd, pokud pro kazdé z,y € X plati < y nebo y < .

Prvek a € X nazyvdme minimdlnim prvkem (X, =), pokud neexistuje zaddné x € X takové, ze
x < a. Mazimdlni prvek a je definovan podobné (neexistuje zadné x > a).

Prvek a € X nazyvdme nejmensim prokem (X, =), jestlize pro kazdé = € X plati a < z.
Podobné definujeme nejuétsi prvek (x < a pro kazdé x € X).

Piiklad 1. UvaZme relaci < na mnoziné R? definovanou predpisem
(a1,bl,81) = (ag,bQ,CQ) = (a1 > a9 & b1 > bg & c1 < CQ).
Jednd se o ¢dstecné uspordaddni?

Priklad 2. (a) Ukaste, Ze nejuétsi prvek je mazimding, a ukaZte priklad usporddané mmnoZiny,
kterd md mazimdlni prvek, ale nemd nejvétsi prvek.

(b) Uvazme usporddanou mnoZinu (N, =), kde x X y & y | = (4. x je délitelné prvkem y).
Rozhodnéte, zda md nejmensi prvek. Mda minimalni? Maximdlni? Nejvétsi?

Piiklad 3. Dokazte, Ze pro koneéné X kazdd édstecné usporddand mnozZina (X, =) obsahuje mi-
nimalni prvek.

Ptriklad 4. Dokazte, Ze pro linedrné uspordadané mnoziny je kazdy minimdlni prvek rovnéz nejmenst.

Piiklad 5. (a) Nechf =;, i = 1,2,...,k, jsou uspordddni na néjaké mnoZine X. Ukaste, Ze
Nk_, =<, je opét uspordddni. (Uvédomte si, ze kazdé =;, jakozto relace, je podmmnoZzinou X x X .)

(b) (*) Dokazte, Ze libovolné cdstecné uspordaddni < na konecéné mnoziné X se dd vyjddrit jako
prunik linedrnich uspordddni.
Hint: Pro édsteéné usporddanou mnoZinu (X, <) a neporovnatelné proky a,b € X v relaci <,
uvazte relaci <, p== na X, kde x <y, prdvé tehdy, kdyzx <y V (x <a & b<y).

2 Funkce

Zobrazend (respektive funkce) f: X — Y je relace f C X x Y takovd, Ze pro kazdé = € X existuje
pravé jedno y € Y, které je v relaci f s . Funkce f: X — Y je

(a) prostd (neboli injektioni), pokud f(z) # f(a') pro kazdé x # 2/, x, 2’ € X;
(b) na (neboli surjektivng), pokud pro kazdé y € Y existuje z € X takové, ze f(x) = y;
(¢) wvzdjemné jednoznacénd (neboli bijektivni), pokud je prostd a na.

Jsou-li f: X — Y ag:Y — Z funkce, pak jejich sloZeni oznacujeme jako g o f a jednda se o funkci
h: X — Z danou predpisem x — g(f(x)). Vsimnéte si, ze sklddani je znacené jinak nez u relaci!

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Priklad 6. Najdéte priklad

(a) prosté funkce f:N — N, kterd nend na,

(b) funkce f:N — N, kterd je na, ale neni prostd.

Piiklad 7. Necht f: X =Y a g:Y — Z jsou zobrazeni. Necht go f je prosté.
(a) Rozhodnéte, zda | musi byt prosté.

(b) Rozhodnéte, zda g musi bijt prosté.
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