Diskrétni matematika — 13. cviceni
3. ledna 2019

1 Eulerovské grafy

Tah v grafu G je posloupnost (vo,e1,...,en,v,), kde v; jsou vrcholy a e; = {v;—1,v;} hrany G,
piicemz kazdd hrana grafu G je v posloupnosti nanejvys jednou. Tah v G je uzavieny, pokud
v, = vg. Tah v G je Eulerovsky, jestlize obsahuje vSechny hrany G.

Véta 1. Graf G bez izolovangch vrcholi obsahuje uzavieny Eulerovsky tah prdvé tehdy, kdyz G
md vSechny stupné sudé a je souvisly.

Priklad 1. Nakreslete ndsledujici grafy jednim tahem:

Priklad 2. Charakterizujte grafy s Eulerovskym tahem, ktery nemusi byt nutné uzavieny.

Orientovany graf G = (V, E) je dvojice, kde V je koneénd mnozina vrcholi a F je mnozina
usporadanych dvojic vrcholu. Viystupni stuperi vrcholu v je pocet incidentnich hran orientovanych
7 v a vstupni stupen v je pocet incidentnich hran orientovanych do v. Orientovany tah v G je tah
respektujici orientaci hran. Orientovany graf G je slabé souvisly, pokud je souvisly jeho podkladovy
neorientovany graf.

Véta 2. Orientovany graf G bez izolovanijch vrcholi obsahuje uzavieny Eulerovskyj tah prdvé tehdy,
kdyz G je slabé souvisly a kazdy jeho vrchol md vstupni stupeni rovny vystupnimu stupni.

Pi#iklad 3 (*). Rekneme, Ze cyklickd posloupnost symbolii z abecedy velikosti k je De Bruijnova, po-
kud obsahuje kazdé z k™ slov délky n nad danou abecedou prdvé jednou jako souvisly usek. Napriklad
cyklickd posloupnost 00011101 je De Bruijnova pro n = 3 a k = 2. Dokazte, Ze De Bruijnovy po-
sloupnosti existuji pro kaZdé k a n.

2 Grafova barevnost

Zobrazeni b:V — {1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G = (V,E), pokud pro kazdou hranu
{u,v} € E plati b(u) # b(v). Barevnost grafu G, oznacovand x(G), je minimalni pocet barev nutny
k obarveni G.

Priklad 4. Zkuste najit graf G, jehoZ barevnost je vétsi nez velikost nejvétsiho uplného grafu,
ktery G obsahuje jako podgraf. Pro zajimavost: jak velkou barevnost dokdZete vynutit v grafu, ktery
neobsahuje K3 ?

Piiklad 5. Uvazujme graf Q, (graf n-dimenziondind krychle), jehoZ vrcholy tvord mnoZinu {0,1}"
a hrany spojuji vrcholy lisici se prdvé v jedné souradnici. Cemu se rovnd x(Qn)?

Priklad 6. Mdme-li poradi vrcholi vy, ..., v, grafu G a mnoZinu barev {1,2,...,k}, tak hladovy
algoritmus obarveni bere vrcholy v tomto potadi a kaZdému priradi minimdlni povolenou barvu.

(a) Ukazte, zZe vidy existuje takové potadi vrcholi, na kterém hladovy algoritmus barveni pouZije
x(G) barev.

(b) Ukazte, zZe existuje strom T a potadi jeho vrcholi takové, Ze na ném hladovy algoritmus obarvent
spotrebuje Q(logn) barev.
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