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1 Dirichlet̊uv princip, kombinatorické poč́ıtáńı a PIE

Počet možných uspořádáńı n-prvkové množiny je n!. Počet zp̊usob̊u, kolika můžeme vybrat neu-
spořádanou k-tici z n-prvkové množiny, je
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Dirichlet̊uv princip. Máme přirozená č́ısla n1, . . . , nk a rozděleńı X1, . . . , Xk množiny X, která
má velikost alespoň 1 +

∑k
i=1 (ni − 1). Potom existuje i takové, že plat́ı |Xi| ≥ ni.
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Př́ıklad 1. Dirichlet̊uv princip.

(a) Dokažte, že postav́ıme-li v posluchárně 12 židĺı vedle sebe do řady a posad́ıme-li na ně 9 lid́ı
(každý člověk sed́ı na právě jedné židli), tak vždy najdeme trojici po sobě jdoućıch obsazených
židĺı.

(b) Ve studijńım plánu si každý student m̊uže vybrat z celkem 7 předmět̊u. K úspěšnému dokončeńı
semestru muśı každý student splnit právě tři předměty. Ukažte, že dokončilo-li úspěšně semestr
200 student̊u, pak aspoň šest z nich splnilo stejnou trojici předmět̊u.

(c) Předpokládejme, že v každé skupině dev́ıti lid́ı maj́ı tři lidé stejnou výšku. Ukažte, že mezi 25
lidmi potom najdeme 7 lid́ı se stejnou výškou.

Př́ıklad 2. Kombinatorické poč́ıtáńı.

(a) Pro přirozené č́ıslo n dokažte algebraicky i kombinatoricky následuj́ıćı identitu:(
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(b) Pro nezáporná celá č́ısla a, b, c, n dokažte následuj́ıćı identitu:∑
i,j,k≥0,i+j+k=n
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Př́ıklad 3. Princip inkluze a exkluze.

(a) Kolika zp̊usoby lze seřadit do fronty 5 Čech̊u, 4 Mad’ary a 3 Rusy tak, aby všichni př́ıslušńıci
žádného národa netvořili jeden souvislý blok? Členy stejné národnosti mezi sebou rozlǐsujeme.

(b) (*) Pro přirozená č́ısla a, b dokažte identitu
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pomoćı následuj́ıćı kombinatorické interpretace: máme a červených mı́čk̊u oč́ıslovaných č́ısly
1, . . . , a, dále b modrých mı́čk̊u oč́ıslovaných č́ısly 1, . . . , b a jeden černý mı́ček. Jaký je počet
seřazeńı mı́čk̊u, ve kterých jsou nejdř́ıv všechny červené mı́čky, pak jeden černý a pak všechny
modré?

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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