Diskrétni matematika — priklady na 8. cviceni*

21. listopadu 2014

1 Dirichletiv princip, kombinatorické pocitani a PIE

Pocet moznych usporadani n-prvkové mnoziny je n!. Pocet zpusobu, kolika muzeme vybrat neu-

spofddanou k-tici z n-prvkové mnoziny, je (7). Plati (}) = (,",) a 2iy (7) = 2™

Dirichlettv princip. Mdme prirozend éisla ny,...,n, a rozdéleni Xy, ..., X mnoZiny X, kterd
md velikost alespori 1 + Zle (n; — 1). Potom ezistuje i takové, Ze plati | X;| > n;.

Princip inkluze a exkluze. Pro kazZdy soubor konecéniyjch mnozin A1, As, ..., A, plati
n n
U= ¥ |nal
i=1 k=1 re(f12-my liel

Priklad 1. Dirichletuv princip.

(a) Dokazte, Ze postavime-li v posluchdrné 12 zidli vedle sebe do Tady a posadime-li na né 9 lidi
(kazdy clovek sedi na prdvé jedné Zidli), tak vidy najdeme trojici po sobé jdoucich obsazenich
Zidli.

(b) Ve studijnim pldnu si kazdy student mize vybrat z celkem 7 predméti. K uspésnému dokoncéent
semestru musi kazdyj student splnit prdvé tii predméty. Ukazte, Ze dokondilo-li ispésné semestr
200 studenti, pak aspon Sest z nich splnilo stejnou trojici predmétii.

(c) Predpokladejme, Ze v kaZdé skupiné deviti lidi maji tri lidé stejnou vysku. Ukazte, Ze mezi 25
lidmi potom najdeme 7 lidi se stejnou vyskou.

Priklad 2. Kombinatorické pocitani.

(a) Pro prirozené ¢islo n dokaZte algebraicky i kombinatoricky ndsledujict identitu:

(3)=2)

(b) Pro nezdpornd celd éisla a,b,c,n dokazte ndsledugjici identitu:

i,j7k20,iz+j+k=n (?> . (D . (Z> N (a+2+0)_

Ptiklad 3. Princip inkluze a exkluze.

(a) Kolika zpusoby lze seradit do fronty 5 Cechii, 4 Mad'ary a 3 Rusy tak, aby vsichni prislusnici
Zadného ndroda netvorili jeden souvisly blok? Cleny stejné ndrodnosti mezi sebou rozlisujeme.

(b) (*) Pro prirozend ¢&isla a,b dokazte identitu
b
b (a+b+1)!
bl = -1
alb §<z)( et

pomoci ndsledugici kombinatorické interpretace: mdme a cervengjch mickiu ocislovanych cisly

1,...,a, ddle b modrych micki ocislovanych ¢isly 1,...,b a jeden cerny micek. Jaky je pocet
sefazeni micku, ve kterych jsou nejdiiv vSechny cervené micky, pak jeden éerny a pak vsechny
modré?

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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