Diskrétni matematika — priklady na 11. cviceni®
12. prosince 2014

1 Rovinné grafy

Rovinnyg graf G je graf, ktery mé alespon jedno rovinné nakresleni, ve kterém maji spojité kiivky
odpovidajici ruznym hrandm spoletné nanejvys koncové body. Po odstranéni téchto krivek se
rovina rozpadne na koneény pocet souvislych oblasti, které nazyvame stény nakresleni grafu G.
Rekneme, ze graf H je podrozdélenim grafu G, pokud H je izomorfni grafu, ktery z G dostaneme
podrozdélovanim jeho hran, tj. umistovanim vrcholt na hrany.

Eulerova formule. Necht G = (V, E) je souvisly rovinngj graf. Oznacme v = |V|, e = |E| a jako
f pocet stén nakresleni grafu G. Potom plati v+ f —e = 2.

Véta o ¢tyrech barvach. Kazdy rovinng graf jde obarvit ¢tyrmi barvams.
Kuratowského véta. Graf je rovinng prdavé tehdy, kdyZ neobsahuje podrozdeleni Ks ani K3 3.

Piiklad 1. Necht G = (V, E) je souvisly rovinng graf. Oznaéme v = |V|, e = |E| a jako f pocet
stén jeho nakreslent.

(a) Ukazte, Ze pro kazdy rovinng graf s v > 3 plati e < 3v — 6. MuzZete bez dikazu vyuzit fakt, Ze
mazimdlni rovinné grafy co do pocétu hran jsou triangulace, coZ jsou rovinné grafy, pro které
ezistuje rovinné nakreslent, v némz je kazdd sténa trojuhelnik.

(b) Pro jaké nejvétsi d € N dokdzZete najit d-requldrni rovinng graf? Jak velké d md jesté smysl
wvaZovat?

Piiklad 2. Naleznéte rovinnd nakreslent grafi Ks, Kg a K7 na toru.

Piiklad 3. Ukazte, Ze Petersenuv graf neni rovinng.

Priklad 4. Ukazte, Ze doplnék rovinného grafu na alespor jedendcti vrcholech neni rovinng. Na
kolika vrcholech jesté dokdzZete najit rovinné nakreslent grafu a jeho dopliiku?

Priklad 5. Vnéjskoveé rovinny graf je graf, ktery mda takové rovinné nakreslent, v némz jsou vsechny
vrcholy na vnéjsi sténé. Dokazte, Ze kaZdy vnéjskové rovinny graf je 3-obarvitelns.

2 Stromy

Strom je souvisly graf bez cyklu. Ekvivalentni definice jsou: graf, kde kazdé dva vrcholy lze spojit
jednoznaé¢né urcenou cestou; souvisly graf, ktery prestane byt souvisly po odebrani libovolné hrany;
graf bez cyklu, kde po pridani libovolné nové hrany uz cyklus vznikne; souvisly graf s poctem
hran o jedna mensim nez je pocet vrcholu. Nesouvisly graf, jehoz kazda komponenta souvislosti je
stromem, se nazyva les. Kostrou souvislého grafu G oznacujeme podgraf grafu G, ktery obsahuje
vSechny vrcholy G ktery je zaroven stromem.

*Informace o cvicen{ naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/ balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Piiklad 6. Kolik je vsech stromi s vrcholy {1,2,3,4}% Nakreslete vsechny po dvou neizomorfni
stromy ma 6 vrcholech.

Priklad 7. Ukazte, Ze graf na n vrcholech s k komponentami souvislosti je lesem prdvé tehdy, kdyz
md n — k hran.

Piiklad 8. Necht T je strom s aspori dvéma vrcholy takovy, Ze pro kaZdou jeho hranu e maji obé
komponenty v T — e lichy pocet vrcholu. Dokazte, Ze potom md kazZdy vrchol v T lichy stupeni.
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