Diskrétni matematika — priklady na 10. cvi¢eni®

5. prosince 2014

1 Vlastnosti grafii — barevnost

Zobrazeni b:V — {1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G=(V,E), pokud pro kazdou hranu
{u,v} € F plati b(u) # b(v). Barevnost grafu G, oznacovand x(G), je minimalni pocet barev
nutny k obarveni G. Velikost nejvétsi nezavislé mnoziny grafu G, neboli mnoziny, ve které zadné
dva vrcholy nejsou spojené hranou, zna¢ime a(G).

Jako chromaticky polynom grafu G oznacujeme polynom Pg, kde Pg(k) oznac¢uje pocet obarveni
grafu G pii pouziti k barev. Obarveni zde bereme jako rizna i kdyz se lisi jen potadim barev.
Piiklady: pro prédzdny graf E, na n vrcholech mame Pg, (k) = k™, pro uplny graf K,, dostaneme
Pr, (k)=k(k—1)---(k—n+1).

Priklad 1. Zkuste najit graf G jehoZ barevnost je vétsi neZ welikost nejvétsiho uplného grafu,
ktery G obsahuje jako podgraf. Pro zajimavost: jak velkou barevnost dokdzZete vynutit v grafu, ktery
neobsahuje K3?

Piiklad 2. Uvazujme graf Q, (graf n-dimenziondind krychle), jehoz vrcholy tvori mnozinu {0,1}"
a hrany spojuji vrcholy lisici se prdvé v jedné souradnici. Cemu se rovnd x(Qn)?

Priklad 3. Pro kazdy graf s n vrcholy a m hranami zkuste ukdzat ndsledujici odhady barevnosti:
(a) x(G) <n—a(G)+1.
(b) X(G) > 2.

(¢) X(G) < 5+4/2m+ 1.

Piiklad 4. Urcete chromaticky polynom

(a) cesty Py,
(b) (*) cyku C,,.

Piiklad 5. Pro graf G a jeho hranu e oznacéme jako G—e graf, ktery z G vznikne odebrdnim e a jako
G -e oznacme graf, ktery vznikne z G kontrakei hrany e, neboli slepenim jejich koncovijch vrcholi a
odstranénim pripadngch smydek a ndsobngch hran. DokaZte, Ze plati Pg(k) = Pg—c(k) — Pg.c(k).

2 Vlastnosti grafti — prostor cykla

Pro graf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami nazveme podmnozinu hran E’ C E sudou, pokud
m4 graf (V, E’) véechny stupné sudé. Oznaéme jako £ mnozinu charakteristickych vektortu sudych
mnozin v G. Pfipomenme, ze symetrickou diferenci A je myslena operace AAB = (A\ B)U(B\ A).
Da se ukazat, ze (£, A) tvori vektorovy prostor dimenze m — n + k nad dvouprvkovym télesem Fo,
kde k oznacuje pocet komponent souvislosti grafu GG. Tento prostor se nazyva prostor cyklu.

Priklad 6. Dokazte, Ze symetrickou diferenci dvou sudgch mnozin je opét sudd mnoZina.

Piiklad 7. Jako les oznacuje graf, ktery neobsahuje cyklus. Je-li T = (V, E') les obsaZeny v grafu
G, pak pro kazdé e € E\ E' oznacme jako C, jednoznacné urceny cyklus, ktery je obsaZeny v
(V,E"U{e}). Ukaste, Ze charakteristické vektory cykli C., e € E', tvori bdzi vektorového prostoru
(€, A).

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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