Diskrétni matematika — priklady na 5. cviceni*
29. t{jna 2013

1 Relace

(Bindrni) relace R je mnozina uspofddanych paru. Neboli R C X x Y, kde X a Y jsou néjaké
mnoziny. Je-li X =Y tak mluvime o relaci na X. Fakt, ze prvky x € X a y € Y jsou v relaci R,
zapisujeme (x,y) € R nebo xRy. Jsou-li X, Y, Z mnoziny a RC X xY, S CY x Z jsou relace,
pak slozent relaci Ro S znac¢i relaci T C X x Z, kde pro z € X a z € Z plati Tz pravé tehdy,
kdyz existuje y € Y takové, ze xRy a ySz. Inverzni relaci R™! k relaci R C X x Y rozumime
R™'={(y,2) | (z,y) € R}. Relace RC X x X je

(a) reflexivni, pokud xRz pro kazdé z € X;

(b) symetrickd, pokud xRy implikuje yRx pro kazdé z,y € X;

d) tranzitivni, pokud xRy a yRz implikuje xRz pro kazdé x,y,z € X;

)
)
(¢) (slabeé) antisymetrickd, pokud xRy a yRx implikuje x = y pro kazdé z,y € X;
(d)
(e) asymetrickd, pokud xRy implikuje -(yRz) pro kazdé z,y,z € X.

Jako ekvivalenci oznacujeme relaci, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Zobrazend
f: X =Y jerelace f C X x Y takova, ze pro kazdé z € X existuje pravé jedno y € Y, které je v
relaci f s x.

Priklad 1. Kolik je na n-prvkové mnoziné X relaci? Kolik z nich je reflexivnich? Kolik symet-
rickych? Kolik oboji?

Pi#iklad 2. Necht R a S jsou ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte, které z ndsledugjicich relact
jsou nutné také ekvivalence:

(a) RNS

(b)) RUS

(c) R\S

(d) RoS

(e) R~1oS~1

Piiklad 3. Necht R C N? x N2 je relace mezi dvojicemi prirozengjch ¢isel definovdna ndsledovné:
R={((a,b),(c,d)) |a+b<c—d}.

Rozhodnéte, zda je R reflexivni, symterickd, tranzitivnd ¢i asymetrickd.

Piiklad 4. (a) Kolik existuje ekvivalenci na tyrprkové mnoziné?

(b) (*) Napadne vds vzoreéek pro pocet ekvivalenci na n-prokové mnoziné?

Piiklad 5. Najdéte priklad dvojice relaci (R, S) na X takové, Ze R i S jsou tranzitivni, ale RU S,
R\ S ani RAS tranzitivni nejsou. Operace symetricky rozdil RAS vybere proky, které se vyskytugi
v prdvé jedné z mnozin R a S, formdiné RAS = (R\ S)U (S\ R).

Priklad 6. Dokazte, Ze relace R na mnoziné X je transitivni prdvé tehdy, kdyZ Ro R C R.
Piiklad 7. Dokaste, Ze plati Ro R™' = Ax, je-li relace Ro R~ reflexivni a slabé antisymetrickd.
Symbolem Ax znacime nejmensi reflexiond relaci na mnoziné X :

Ax ={(z,z) |z € X}.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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