Diskrétni matematika — priklady na 2. cviceni*
8. fijna 2013

1 Matematicka indukce

Priklad 1. Méjme Sachovnici o rozmérech 2™ x 2™ pro n € N, na které chybi jedno rohové policko.
Ukazte, Ze je mozné ji celou vydlazdit dlazdicemi ndsledujiciho tvaru:

Piiklad 2. Dokazte matematickou indukci platnost ndsledugicich vztahi pro kazdé n € N

_ n(n+1)
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Ptriklad 3. Pro vsechna celd ¢isla n > r > 1 dokazte, Ze plati

r r+1 n n+1
+ 4+ 4 = .

r r r r+1
(Pozor! Pri postupu matematickou indukci podle n pri pevném r nestaci jako zacdtek indukce zvolit
n=r=1.)
Piiklad 4. Dokazte indukci, Ze pro kazdé n € N je (n® — n) délitelné péti.
Piiklad 5. Dokazte indukci Moivreovu vétu, kterd rikd, Ze pro libovolné x € R a n € N plati

(cos (z) +isin(x))" = cos (nx) + isin (nw) .

Piiklad 6. UvaZme Fibonacciho posloupnost {F,}, . coZ je posloupnost splivujici rekurentni
podminky F1 = Fo =1 a F,, = F,,_1 + F,,_2 pron > 3. Ukazte, Ze plati 2?21 F,=F, 45— 1.

Priklad 7 (*). Dokazte, Ze kazdé n € N lze jednoznacné zapsat ve tvaru n = 25:1 F;;, kde plati
i1>2 aprokazdé j € {1,2,... .k —1} jeijp1 > 1+ 2.

Priklad 8. Méjme n primek v obecné poloze v roviné (tj. Zddné tri se neprotinaji v jednom bodé a
Zdadné dvé nejsou rovnobéiné). Ukazle, Ze rovina je témito primkami rozdélena na %n n+1)+1
casti.
Priklad 9. Dokazte, Ze oblasti v rovinné mapé, kterd je tvorena n kruznicemi, z nichZ kazdd
protind vSechny ostatni, lze obarvit dvéma barvami tak, Ze spolu nesousedi Zadné dvé oblasti stejné
barvy.

Priklad 10 (*). Indukci dokazte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem. Neboli,
Ze pro kazdich n kladngch redlngjch ¢isel aq,aq, ..., a, plati

1
Yarasan < — (a+ap oot ap).

Piiklad 11. Najdéte chybu ve zminéném dikazu tvrzeni: Necht py, ..., p, jen > 2 rizngch primek
v rovin€, z nichZ Zddné dvé nejsou rovnobéziné. Potom vsechny tyto primky maji spoleény bod.

Diikaz. Postupujeme indukci. Pro n = 2 tvrzeni plati. Nechf plat{ pro n a méjme n + 1 p¥imek
D1,y Pnt1. Z indukéniho predpokladu maji piimky p1, ps, . . . pn spoleény bod x. Podobné piimky
D1,DP2 -+ Pn—1,Pn+1 Maji spolecny bod y. Piimka p; lezi v obou skupinach, proto obsahuje jak x,
tak y. Totéz plati pro p,_1. Ponévadz p; a p,_1 jsou ruznobézné a protinaji se tedy jen v jednom
bodé, plati x = y. Takze vSechny pfimky py, ..., p,+1 maji spolecny bod. O

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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