Diskrétni matematika — priklady na 13. cvi¢eni®

7. ledna 2014

1 Eulerovské grafy

Tah v grafu G = (V, E) je posloupnost (vg,e1,...,en,v,), kde v; jsou vrcholy a e; = {v;—1,v;}
hrany G, ptricemz kazdou ranou projdeme nanejvys jednou. Je uzavieny, pokud v,, = vy. Uzavieny
tah v G je Eulerovsky, jestlize projde kazdou hranou pravé jednou a kazdym vrcholem alespon
jednou.

Véta 1 (O jednotazkach). Graf je Eulerovsky prdvé tehdy, kdyz md vSechny stupné sudé a je
souwvisly.

Priklad 1. Nakreslete ndsledujici grafy jednim tahem:

Piiklad 2. Charakterizujte grafy s Eulerovskym tahem, ktery nemusi byt nutné uzavieny.

2 Ramseyova teorie

Volnéji feceno, podle této teorie kazdy dostatecné velky systém obsahuje néjakou podstrukturu s
hezkymi vlastnostmi. Napiiklad na pfednésce jste si nejspis ukazovali, ze v kazdém obarveni hran
uplného grafu Kg dvéma barvami (Gervenou a modrou) existuje ¢ervend nebo modrd kopie K.
Toto tvrzeni plati i obecnéji.

Véta 2 (Ramseyova véta pro grafy). Pro kaZdé k,ny,...,ng € N existuje N = N(nqy,...,n,) € N
takové, Ze kazdé obarveni hran grafu Ky k barvami obsahuje jako podgraf kopii grafu K,,, jejiz
vSechny hrany maji barvu i.

Nejmensi takové N znaéime R(nq,...,ny) a nazyvame jej Ramseyovskgm cislem. Cili predeslé
tvrzeni je specidlnim piipadem pro dvé barvy (k = 2), velikosti ny = ny = 3 a iikd, ze plati
R(3,3) <6.

Priklad 3. Ukazte, Ze R(3,3) = 6.

Piiklad 4 (Happy Ending Problem). Ukaste, Ze v kaZdé mnoziné péti bodii v roviné R? takovyjch,
Ze Zddné tri body melezi na spolecné primce, existuje ¢tverice bodu, kterd tvori konvexni ctyrihelnik.

Piiklad 5 (*). Zkuste dokdzat Ramseyovu vétu pro k = 2 a obecné n. Zvlddnete ji dokdzat i pro

obecny pocet barev k? Jaky odhad na ¢islo R(ny,ns2) z dikazu dostaneme? Zkuste popremiyslet o
dolnim odhadu.

Piiklad 6 (*). (a) UvaZme obarveni vsech bodii roviny R? tFemi barvami. Ukazte, Ze potom vidy
dokdZeme nalézt dva body stejné barvy, které jsou od sebe ve vzddlenosti jedna.

(b) Ukazte, ze existuje 2-obarventi bodi roviny, ve kterém nent jednobarevny rovnostranny trojihelnik
s hranami jednotkové délky.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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