Reseni vzorové pisemky
1. (a) Permutace je bijektivni zobrazeni (t.j. prosté a na) z mnoziny do sebe
samé.

e a4 — —a je permutace, protoze je prosté: —b = —c = b = ¢, a je na: na
kazdé c € Z se zobrazi prvek —c € Z

e a — a+ 1 je permutace, protoze je prosté: b+1=c+1=b=c, a je na:
na kazdé c € Z se zobrazi prvek c — 1 € Z

e a — ba neni permutace, protoZe neni na, pokryva jen nasobky péti, napr.
¢islo 1 nema vzor v tomto zobrazeni

1. (b) Strom je souvisly graf bez cykli. < Strom na n vrcholech je souvisly
graf s n — 1 hranami.

Indukovany podgraf stromu nemusi byt vzdy strom, nemusi byt totiz sou-
visly. Napiiklad podgraf cesty délky dvé na vrcholech a, b, ¢ indukovany vrcholy
a, ¢ neni souvisly.

1. (c) Souvisly graf je takovy, v némz kazdé dva vrcholy spojuje cesta. Doplnék
nesouvislého grafu je vzdy souvisly.

Diikaz: Je-li G nesouvisly, potom mé alespon dvé komponenty Ay, As, ..., A,
k > 2. V doplitku jsou kazdé dva rtzné vrcholy u € A;,v € A; spojeny

e hranou, lezi-li v riznych komponentach, t.j. ¢ # j, nebo

e prinejmensim cestou délky dvé u —w — v, lezi-li ve stejné komponenté, t.j.
i = 7, kde vrchol w Ize zvolit z libovolné komponenty Ay, t # i.

2. Znéni véty: Vzestupné usporddand posloupnost nezdpornych celjch cisel
(d1,...,dy) je skdre grafu tehdy a jenom tehdy, kdyZ posloupnost
(diy.. ydn—d,-1,dn-a, —1,...,dn—1 — 1) je skore grafu.

Dukaz: ”<” Ma-li graf G’ skére (df,....d,_1) = (d1,...,dn-d,-1,dn—da, —
1,...,dn—1—1),kde d; = deg(v;), potom lze sestrojit graf G se skére (dy, ..., dy),
pridanim vrcholu v, jenz bude spojen hranou s vrcholy v,_gq, ,...,Un—1.

”=" Necht graf G na vrcholech vy,...,v, mé skére (di,...,d,), kde d; =
deg(v;). Pokud je vrchol v, spojen hranou s vrcholy v,_g4,,...,0n—1, dosta-
neme odstranénim vrcholu v, hledany graf se skére (dy,...,dpn—q,—1,dn—a, —
1. dp_y —1).

V opa¢ném pripadé ukdzeme, Ze lze sestrojit G’ se stejnym skore jako G,
s uvedenou vlastnosti (t.j. v, sousedi s v_q, ,...,Vn—1). Postupujeme indukci
podle indexu nejzazsiho vrcholu vy, ktery neni spojen s v,. Necht v; je soused v,
s nejnizs§im indexem. Protoze | < k, plati deg(v;) < deg(v), navic (v, v,) € Eg
a (v, v,) ¢ Eg, ¢ili musi existovat vrchol v; (i # 1, k, n), takovy ze (v;,v;) ¢ FEg
a (vi,vg) € Eg. Odebranim hran (v;,vg), (v, v,) a priddnim (vg,v,), (vi,vp)
dostaneme graf se stejnym skére, v némz nejzazsi vrchol nespojeny s v, ma
index niz$i nez k. Postupnym snizovdnim k na n — d,, — 1 ziskdme hledany G’.



3. Kazda permutace na {1,...,n} s pravé jednim pevnym bodem je jednozna¢né
uréena pevnym bodem z a permutaci na n—1 prvkové mnoziné {1,...,2—1,z+
1,...,n} bez pevného bodu.

Volbu z lze provést n zptsoby, a doplnit §(n — 1) rliznymi permutacemi, t.j.

#permutaci s pravé jednim pevnym bodem =
1

= (=D 1= gt g =gt G

4. Grafy, které neobsahuji cestu délky tfi jsou tvofeny disjunktnim sjednocenim
grafa C3, K1 a Ky pro k > 1, t.j. disjunktnim sjednocenim trojihelniki,
izolovanych vrcholt, izolovanych hran a hvézd.

Dikaz: tyto grafy evidentné neobsahuji cestu délky tfi.

Necht H je komponenta grafu bez cesty délky tii. Pokud |Vy| < 4, mame
H = Ki, Ki 1, K1 2 nebo Cs. Pokud |Vi| > 4, potom obsahuje vrchol b stupné
alespon dva. Oznac¢me a, ¢ dva rtzné sousedy b.

Pokud by H obsahoval jesté néjaky dalsi vrchol d, jenz by nebyl spojen s
b, potom vezméme nejkratsi cestu v H z vrcholu d do b. Tato cesta ma délku
alesponl dva a nemtize obsahovat zaroven oba vrcholy a, c. Proto ji 1ze prodlouzit
na cestu délky alespon tfi o jeden z chybéjicich vrcholi a nebo c.

Odvodili jsme, ze v H jsou vSechny vrcholy spojeny s b. Navic v H zadné
dva vrcholy e, f # b nemuZou byt spojeny hranou, protoze pro libovolné g €
Vi \ {b,e, f} by H obsahoval cestu e — f —b— g.

Tudiz H = Ky 3,k = |Vu| — 1.

Poznadmka pod carou: Pfi pisemce muzete ilustrovat na obrazcich mnohé
fakta, ktera se formalné popisuji téZce, proto je nevahejte pouzivat.



