Topologické metody v kombinatorice - 3. série
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Verze Borsukovy-Ulamovy véty

V prikladech, kde neplyne ze zadani jinak, miZete pouzivat libovolnou verzi
Borsukovy-Ulamovy (& Ljusternikovy - Snirefmanovy) véty uvedenou na prednésce.

1. Dokazte pfimo 1-dimenzionalni verzi (LS-o) Ljusternikovy-Snirelmanovy véty, tj.
dokazte, Ze pro kazdé pokryti S! dvéma otevienymi mnozinami existuje dvojice
antipodélnich bodt obsazend v jedné z mnozin. (2 body)

2. Necht T je torus reprezentovany jako S' x S C R4,

(a) Naleznéte pifklad spojitého f:T — R?, pro které neexistuje x € T' takové, Ze
7(x) = f(—x). (2 body)

(b) Dokazte, ze pro kazdé spojité f:T — R existuje x € T takové, ze f(x) =
f(=x). (1 bod)

3.

(a) Dokazte nasledujici zobecnéni Ljusternikovy-Snirelmanovy véty: Kdyz je S™
pokryta n + 1 mnozinami A, A, ... A,1+1 a kazdd A; je oteviend nebo
uzaviena, potom existuje i takové, ze A; N (—A;) # 0. (4 body)

(b) Rozhodnéte, pro kterd n > 0 plati: Kdykoliv je S™ poktryta n+ 1 mnoZinami
Ay, Ag, ... A, takovymi, Ze kazdé A; vznikne z otevienych podmnozin S™
pouze pouzivanim mnozinovych operaci sjednoceni, priniku a mnozinového
rozdilu, potom existuje 4 takové, ze A; N (—A4;) # 0. (2 body)

4. Dokazte, ze Borsukova-Ulamova véta je ekvivalentni tvrzeni, ze antipodalni zo-
brazeni f:S™ — S™ nikdy neni nulhomotopické.

(6 bodu)



