Ulohy ke cviéeni

Uloha 1: Pro mnozinovy systém (X, P) uvazujme podminky:

(P0a) 3P|, P, € P: Py # Py a |Pi|,|Ps| > 3.

(POb) X nelze pokryt dvéma pfimkami (tj. mnozinami z P).
Jesté pripomenme podminky z definice kone¢nych projektivnich rovin:

(P0) Existuje ¢tyibodova C' takova, ze |C' N P| < 2,VP € P.
(P1) Kazdé dvé rtizné mnoziny P;, P, € P maji jednobodovy prinik.
(P2) Pro kazdé z,y € X, © # y existuje pravé jedna P € P obsahujici z i y.

Dokazte, ze koneény mnozinovy systém (X, P) je koneénd projektivni rovina, pravé kdyz spliuje
(P0a), (P1), (P2); resp. pravé kdyz spliiuje (POb), (P1), (P2).

Uloha 2: Nahradime (nulty) axiom kone¢nych projektivnich rovin o existenci ¢ty¥ bodt v obecné
poloze tim, Ze kazda primka obsahuje alespon dva body. Kazda konec¢né projektivni rovina podle
puvodni definice bude vyhovovat i té nové, ale opacné to neplati. Které dalsi mnozinové systémy
nova definice pfipousti?

Uloha 3: Ve hie Spot it (v Evropé prodavané pod nazvem Dobble) je 55 karet, pficemz na kazdé
karté je 8 symbold a kazdé dvé karty maji pravé jeden symbol spolecny.

V navodu se doctete, Zze ve hie najdete pfes 50 ruznych symboli. Dokazte, ze jich musi byt jesté
o trochu vice.

Uloha 4: Necht (X, P) je kone¢na projektivni rovina fadu n. Uréete:
a) minimalni moZnou mohutnost mnoZiny ¥ C X takové, ze VP € P: PNY # .
b) miniméalni moznou mohutnost mnoziny Z C X takové, ze VP € P: |PNZ| > 2.

Uloha 5: Necht (X, P) je mnozinovy systém a pro n € N, n > 2, plati:
(1) | X|=1IP|=n®>+n+1,

(2)VPeP:|Pl=n+1,

B)VP,QeP:P#£Q=|PNQ|<1L

Je potom (X, P) kone¢nd projektivni rovina fadu n?

Uloha 6: Necht (X, P) je mnozinovy systém a pro n € N, n > 2, plati:
—|X|=|P|=n*+n+1,

—VPecP:|Pl=n+1a

—VeeX:{PeP:xe€P}=n+1.

Je pak (X, P) koneénd projektivni rovina?

Uloha 7: Dokazte, ze pro konec¢nou projektivni rovinu dostatecné vysokého radu plati zobecnéni
axiomu pro Ctvefice:



Pro kazdé k € N existuje n € N takové, Ze pro (X, P) kone¢nou projektivni rovinu fadu alespoii n
existuje k bodii v obecné poloze, tedy mnozina K C X, |K| = k spliiujici VP € P: |[K N P| < 2.

Uloha 8: Dokaite, 7e pro nekoneéné mnoho riiznjych n existuji grafy na n vrcholech s Q(n%/?)
hranami, které neobsahuji jako podgraf ¢tyfcyklus (Cy). Ke konstrukci miizete elegantné vyuzit
konec¢né projektivni roviny.

Uloha 9: Necht (X, P) je kone¢n4 projektivni rovina fadu g. Vytvorme bipartitni graf G = G (X, P)
s ¢astmi X a P tak, ze bod z x € X a primka z p € P jsou spojeny hranou, praveé kdyz x nalezi p.
a) Urlete obvod g grafu G. (Obvodem grafu, ktery obsahuje alesponl jednu kruZznici, rozumime
velikost nejmensi kruZnice v grafu obsazené.)

b) Uréete pocet kruznic v G velikosti g.

¢) Necht H je bipartitni (¢ 4+ 1)-regularni graf (tj. kazdy vrchol ma stuperni ¢ + 1) pro ¢ > 2,
bez kruznic velikosti 4 a takovy, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta délky nejvyse 3
spojujici tyto dva vrcholy. Dokazte, ze H je izomorfni G(X’, P’) pro n&jakou kone¢nou projektivni
rovinu (X', P’) fadu q.



