Ulohy ke cviéeni

Uloha 1: Kolika zptisoby lze korektné vyplnit prvni dva Fadky latinského &tverce fadu n?

Uloha 2: Oby¢ejny étverec fadu n je matice n x n s prvky z mnoziny {1,2,...,n}. Ortogonalita
oby¢ejnych ¢tverct je definovana stejné jako pro latinské étverce (t.j. A je kolmy na B praveé tehdy,
kdyz (aij, bij) = (ake, bke) = (i, §) = (k, ().

Dokazte, ze existuje mnozina ¢t navzajem po dvou ortogonélnich latinskych ¢tvercti fadu n praveé
tehdy, kdyz existuje mnozina ¢ 4+ 2 navzajem ortogonalich obycejnych ¢tverct fadu n.

Uloha 3: Necht p je prvodislo a Z, téleso celych cisel modulo p. Definujme étvercové tabulky
T,...,TP~! predpisem T, = ai + j, kde i,j € Z, a sCitdni i ndsobeni jsou operace télesa.

Dokazte, ze T, ..., TP~! jsou navzajem ortogonalni latinské ¢tverce radu p.

Uloha 4: Najdéte néjaky maximéalni tok v siti na obrazku.
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Uloha 5: Vyslovte a dokazte analogii Ford-Fulkersonovy véty pro sité s omezenim kapacit vrcholt
misto hran.

Uloha 6: Budte Ay, ..., A, navzajem riizné mnoziny o n — 1 prvcich. Dokazte, Ze pro mnozinovy
systém (U, Ai, {A1,..., An}) existuje systém riiznych reprezentanti.

Uloha 7: Uvazujme systém vsech (n — 1)-prvkovych podmnozin mnoziny {1,...,n}. Kolik mé
systému ruznych reprezentantt?

Uloha 8: Dokaite nasledujici zobecnéni Hallovy véty: Mé&jme mnoZinovy systém (X, S) a piirozené
¢islo k takové, ze libovolny podsystém 7 C S obsahuje alespoii |7| — k prvki. Potom po Skrtnuti
nejvyse k mnozin ma S systém raznych reprezentanti.

Uloha 9: Dokazte, ze hrany k-regularniho bipartitniho grafu lze vyjadiit jako sjednoceni k per-
fektnich parovani.

Uloha 10: Necht G je bipartitni graf s 2n vrcholy takovy, Ze kazda z jeho Gasti ma n vrchold.
a) Pfedpoklddejme, Ze minimalni stupeii v G je alesponn n/2. Dokazte, ze G obsahuje perfektni
parovani.

b) Musi G obsahovat perfektni parovani, kdyby minimdalni stuperi byl [n/2] — 17

Uloha 11: Graf Gr,q,p Pro prirozend ¢isla a,b < n, a # b je definovan:



V(Gras) = {X: X C{1,2,....n},|X| € {a,b}},
E(Gpas) ={XY: X CY).

V zéavislosti na a, b a n urCete velikost nejvétsiho parovani tohoto grafu.

Uloha 12: Uvazujme logickou formuli tvaru (z1 V-2 V...)A(23V...)A.. ., tedy takovou, ktera je
disjunkci klauzuli, coz jsou konjunkce literdli a kazdy literél je budto proménnéa nebo jeji negace.
Formule je splnitelnd, pokud je za proménné mozné dosadit pravda/nepravda tak, aby celd formule
byla pravdivé. Dokazte, Ze libovolna formule, jejiz kazda klauzule obsahuje praveé 3 literaly a kazda
proménné se vyskytuje v pravé 3 ruznych klauzulich, je splnitelna.

Uloha 13: Je ddna mnozina s (q + 1)? body. Kazdému bodu u je pfifazena mnozina barev L(u)
o velikosti ¢ + 1. Navic pro libovolné dva rtizné body u, v plati |L(u) N L(v)| < 1. Dokazte, Ze
body lze obarvit tak, Zze kazdy bod u dostane barvu z L(u) a rizné body jsou obarveny rtiznymi
barvami.



