
PRAVDĚPODOBNOSTNÍ METODA 2

ZS 2013/14 soubor úloh č. 3

(4.1.2014 nápověda, 9.1.2014 řešeńı)

Zápočet: ≥ 36 b, zkouška: ≥ 60 b. Za př́ıklady dodané před návodem je dvojnásobek, po
předvedeńı řešeńı dostanete jen 2/3 bod̊u.

Napřed nebodované lehké úlohy k zamyšleńı, pro lepš́ı vychutnáńı přednášky:

• Bud’te X, A množiny. Necht’ pro každé a ∈ A je da metrika na X. Pak funkce (x, y) 7→
maxa∈A da(x, y) je také metrika. (Obdobnou funkci jsme použili v d̊ukazu Talagrandovy
nerovnosti.)

• Z Azumovy nerovnosti plyne Černovova.

• Z Talagrandovy nerovnosti také, ale s horš́ımi konstantami.

• Pro každý martingal X0, . . . , Xm plat́ı pro všechna 0 ≤ i ≤ j ≤ m vztah E[Xj | Xi] =
Xi (*). Opačný směr neplat́ı: existuje posloupnost náhodných veličin X0, . . . , Xm, která
splňuje (∗), ale netvoř́ı martingal.

1. Bud’ X jako v Talagrandově nerovnosti: náhodná veličina na Ω =
∏n

i=1 Ωi, která je
Lipschitzovská a r-certifikovatelná. Na přednášce jsme dokázali, že

Pr[X ≤ m− t
√
rm] ≤ 2e−t

2/4 .

Ukažte analogický odhad pro pravděpodobnost, že X ≥ m+ t
√
rm. 2

2. Dokažte, že na přednášce definovaný Doob̊uv martingal (Xi) je opravdu martingal.

Podrobněji: Bud’ Ω = AB prostor funkćı, kde hodnoty funkce v jednotlivých bodech
B se voĺı nezávisle náhodně (a pravděpodobnost, že g(b) = a je nějaká konstanta pab).
Zvolme libovolně gradaci ∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bm = B. Definujeme g ∼i g

′ pokud pro
všechna b ∈ Bi je g(b) = g′(b). Mějme libovolnou náhodnou veličinu L na Ω. Polož́ıme

Xi(g) = E
g∈Ω

[L(g′)|g ∼i g
′] .

Ukažte, že X0, . . . , Xm je martingal. 4

3. Hod́ıme n-krát minćı. V prvńım kroku použijeme minci spravedlivou. Pokud v i-tém
kroku padne panna, použijeme v (i + 1)-ńım kroku minci, na ńıž padá panna ve 2/3
př́ıpad̊u. Pokud v i-tém padne orel, tak v př́ı̌st́ım kroku bude pravděpodobnost orla
2/3. Bud’ X počet hod̊u, kdy padl orel. Použijte Azumovu nerovnost na d̊ukaz kon-
centrace X okolo středńı hodnoty. 2

Lze použ́ıt také Talagrandovu nerovnost? 1



4. V nádobě je n mı́čk̊u, z čehož je m červených. Náhodně vytahujeme mı́čky a zaha-
zujeme; přitom sledujeme pod́ıl počtu červených ku počtu všech mı́čk̊u. Ukažte, že
(náhodná) posloupnost těchto pod́ıl̊u tvoř́ı martingal. Co ř́ıká Azumova nerovnost? 2

5. Bud’ G graf s vrcholy Zn
7 , kde hrany jsou tvořeny dvěma n-ticemi, které se lǐśı právě

v jedné souřadnici. Bud’ U množina vrchol̊u velikosti 7n−1. Bud’ W množina vrchol̊u,
jejichž (grafová) vzdálenost od U je v́ıce než (c+ 2)

√
n (c > 0 je konstanta). Dokažte,

že |W | ≤ 7ne−c
2/2. 3

6. Bud’ G graf s barevnost́ı rovnou 1000. Bud’ U náhodná podmnožina vrchol̊u (každý
vrchol si nezávisle náhodně s pravděpodobnost́ı 1

2
vybere, zda patř́ı do U). Dokažte, že

Pr[χ(G[U ]) ≤ 400] <
1

100
.

6



1 Analogicky jako na přednášce. V jednom mı́stě vám to vyjde trochu netěsně (odhad
by šel zlepšit), tak se nedivte (a př́ıpadně podumejte, jak by se dal zlepšit).

2 Snadné je dokázat, že E[Xi+1(g′) | g′ ∼i g] = Xi(g). Pak si uvědomte, že to už stač́ı.

3 Ukažte, že pro přirozeně definovaný Doob̊uv martingal plat́ı |Xi+1 −Xi| ≤ 3. K tomu
stač́ı sestavit rekurzi pro xk = středńı hodnota počtu orl̊u, pokud máme k hod̊u a
zač́ınáme s minćı co fand́ı orl̊um. Rekurzi nemuśıte řešit, ale použit pro d̊ukaz toho, že
xk − k/2 je malé.

4 Př́ımo podle definice.

5 Použijte Doob̊uv martingal a podobný trik jako v posledńım př́ıkladu na předvánočńı
přednášce – už́ıt Azumovu nerovnost dvakrát.

6 Užijte Azumovu nerovnost: postupně pro všechny vrcholyG odhalujte, zda jsou prvky U .
Nelze to ale dělat po jednotlivých vrcholech (proč?). Vytvořte vhodnou gradaci s 1000
kroky použit́ım barevnosti G. Zbývá odhadnout středńı hodnotu χ(G[U ]). K tomu
poslouž́ı snadná kombinatorická úvaha: kolik je χ(G ∪H) pro G, H disjunktńı?


