PRAVDEPODOBNOSTNI METODA 2
ZS 2013/14 soubor iloh ¢&. 3
(4.1.2014 népovéda, 9.1.2014 feseni)

Zapocet: > 36 b, zkouska: > 60 b. Za piiklady dodané pred ndvodem je dvojnasobek, po
predvedeni Feseni dostanete jen 2/3 bodu.

Napfted nebodované lehké tlohy k zamysleni, pro lepsi vychutnani prednasky:

Bud'te X, A mnoziny. Necht pro kazdé a € A je d, metrika na X . Pak funkce (z,y) —
maxe dq(,y) je také metrika. (Obdobnou funkci jsme pouzili v dukazu Talagrandovy
nerovnosti. )

7 Azumovy nerovnosti plyne Cernovova.
7 Talagrandovy nerovnosti také, ale s horsimi konstantami.

Pro kazdy martingal X, ..., X,, plati pro véechna 0 <1i < j < m vztah E[X; | X;| =
X; (*). Opac¢ny smér neplati: existuje posloupnost ndhodnych velicin Xy, ..., X,,, kterd
spliiuje (), ale netvoii martingal.

. Bud X jako v Talagrandové nerovnosti: ndhodnd veli¢ina na Q = [, Q;, kterd je

Lipschitzovska a r-certifikovatelna. Na prednasce jsme dokazali, ze
Pr[X < m — ty/rm] < 2e7 /%,
Ukazte analogicky odhad pro pravdépodobnost, ze X > m + t\/rm.

Dokazte, ze na prednasce definovany Doobuv martingal (X;) je opravdu martingal.

Podrobnéji: Bud Q = A® prostor funkci, kde hodnoty funkce v jednotlivych bodech
B se voli nezavisle ndhodné (a pravdépodobnost, ze g(b) = a je néjaka konstanta pyp).
Zvolme libovolné gradaci ) = By C By C --+ C B,, = B. Definujeme g ~; ¢’ pokud pro
vSechna b € B; je g(b) = ¢'(b). Mé&jme libovolnou ndhodnou veli¢inu L na 2. Polozime

Xi(g) = gIEEQ[L(g’)m ~ig].

Ukazte, ze Xy, ..., X,, je martingal.

. Hodime n-krat minci. V prvnim kroku pouzijeme minci spravedlivou. Pokud v i-tém

kroku padne panna, pouzijeme v (i + 1)-nim kroku minci, na niz padd panna ve 2/3
pripadu. Pokud v i-tém padne orel, tak v pristim kroku bude pravdépodobnost orla
2/3. Bud X pocet hodu, kdy padl orel. Pouzijte Azumovu nerovnost na dukaz kon-
centrace X okolo stfedni hodnoty.

Lze pouzit také Talagrandovu nerovnost?



4. V nadobé je n micku, z ¢ehoz je m cervenych. Ndhodné vytahujeme micky a zaha-
zujeme; pritom sledujeme podil poétu ¢ervenych ku poctu vSech micku. Ukazte, ze
(ndhodnd) posloupnost téchto podilu tvoif martingal. Co fikda Azumova nerovnost?

5. Bud G graf s vrcholy Z?, kde hrany jsou tvoreny dvéma n-ticemi, které se lis{ prave
v jedné soutadnici. Bud' U mnoZina vrcholt velikosti 7%~!. Bud W mnoZina vrchold,
jejichz (grafovd) vzdalenost od U je vice nez (¢ + 2)y/n (¢ > 0 je konstanta). Dokazte,
e [W| < e /2,

6. Bud G graf s barevnosti rovnou 1000. Bud U néhodna podmnozina vrcholu (kazdy
vrchol si nezavisle nahodné s pravdépodobnosti % vybere, zda patii do U). Dokazte, ze

Priy(G[U]) < 400] < Fio



Analogicky jako na prednasce. V jednom misté vam to vyjde trochu netésné (odhad
by Sel zlepsit), tak se nedivte (a ptipadné podumejte, jak by se dal zlepsit).

Snadné je dokazat, ze E[Xi+1(¢') | ¢’ ~i 9] = Xi(g). Pak si uvédomte, Ze to uz staci.

Ukazte, ze pro prirozené definovany Doobuv martingal plati | X;,; — X;| < 3. K tomu
staci sestavit rekurzi pro z, = stfedni hodnota poc¢tu orlu, pokud mame k hodu a
zaCindme s minci co fandi orlim. Rekurzi nemusite resit, ale pouzit pro dukaz toho, ze
x — k/2 je malé.

Ptimo podle definice.

Pouzijte Doobuv martingal a podobny trik jako v poslednim ptikladu na predvanocni
prednasce — uzit Azumovu nerovnost dvakrat.

Uzijte Azumovu nerovnost: postupné pro vSechny vrcholy G odhalujte, zda jsou prvky U.
Nelze to ale délat po jednotlivych vrcholech (pro¢?). Vytvorte vhodnou gradaci s 1000

kroky pouzitim barevnosti G. Zbyva odhadnout stfedni hodnotu x(G[U]). K tomu

poslouzi snadna kombinatorickd vaha: kolik je x(G U H) pro G, H disjunktni?



