PRAVDEPODOBNOSTNI METODA 2
ZS 2013/14 soubor tloh ¢. 1
(24.10. napovéda, 31.10. Feseni)

Zapocet: > 36 b, zkouska: > 60 b. Za piiklady dodané pred ndvodem je dvojnasobek, po
predvedeni Feseni dostanete jen 2/3 bodu.

1. Bud H hypergraf, piicemz

1
Z M<1

e€cE(H)
Ukazte, ze existuje dobré obarveni H (tj. zidnd monochromaticka hrana) pomoci ¢ty
barev.
2. Na predndsce jsme si ukazali, ze algoritmus (pro splnitelnost piislusné formule, ale to
je ted” jedno) skonéi po m + 2 krocich s pravdépodobnosti 3/4.
(a) Odvod'te, jaky je stfedni pocet kroku algoritmu.
(b) Ukazte (pro vhodnou funkci € — T7), ze algoritmus skonci v case 7. s pravdépodob-

nosti 1 — ¢ (pro € > 0).

3. Bud G graf s maximalnim stupném A. UkaZte, Ze je mozné jeho vrcholy obarvit pomoci
O(AY3) barev tak, ze zadné dva sousedni vrcholy nemaji tutéz barvu a zadné cesta
s péti vrcholy nepouziva jen dvé barvy. Pouzijte obecnou verzi Lokalniho lemmatu.

4. Reste minulou tlohu metodou komprese entropie (tj. podobné, jako jsme na prednasce
fesili splnitelnost formulf).
Naleznéte algoritmus, ktery tlohu vyresi se stiedni dobou béhu polynomialni.

5. Bud X ndhodnd veli¢ina na koneé¢ném pravdépodobnostnim prostoru; necht X nabyva
hodnoty z; s pravdépodobnosti p; proi =1,..., k.
Definujme jeji entropii H(X) pomoci vzorce

k
H(X) = —pilog,p;.

i=1

Je-li nyni Y druhd ndhodna veli¢ina, tak H(X,Y") znac¢i entropii ndhodného vektoru s
prvni slozkou X a druhou Y. Dokazte, ze H(X,Y) < H(X) + H(Y). Ptitom rovnost
nastava pravé tehdy, kdyz jsou X a Y nezavislé veliciny.



Piimocara modifikace dukazu z prednasky. Rozhodujte o barvach vrcholu jeden po
druhém, vzdy pouzijte vypocet podminénych pravdépodobnosti.

(a) Kdyz opakované hazime minci s pravdépodobnosti tspéchu p, kolikrat musime
prumérné hodit, nez uspéjeme?

Pouzijte obecnou verzi LLL. Spatné jevy budou dvou typi: pro dvojici sousednich
vrcholu u, v jev B,, Tikd, ze u a v maji stejnou barvu. Pro cestu P s péti vrcholy
jev Cp 1ik&, ze P je obarvena barvami i, j, 4, j, . Zjistéte pravdépodobnosti jednotlivych
jevu a pocty hran v zavislostnim grafu. Parametry x volte jako vhodna konstanta krat
prislusna pravdépodobnost. Jde také pouzit na predndsce zminéna verze: Asymetrické
lokalni lemma.

Podobné jako v piikladech na prednésce: naleznéte vhodny zpusob “logovani” pribéhu
prirozeného vypoctu.

Rezepiste H(X) + H(Y) — H(X,Y) podle definice a pouzijte Jensenovu nerovnost.



