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1 Uvod do ODR (1.3.2012)
Zapsal(i): Duc Trung Ha & David Pégrimek

1.1 Uvod, prehled.
& Obycejné diferencidlni rovnice
aneb co by mél kazdy spravny ,matfyzak® znat!
Q©  Funkciondlni analysa
aneb Ize skloubit algebru s matematickou analysou?

& Teorie miry a Lebesgueuv integral

aneb jak matematicky popsat obsah a objem; jak rozsekat hrasek, aby z ného
slo postavit slunce, a jak to vse souvisi s nize uvedenym obrazkem?!

¢ Dalsi témata dle zdjmu studentu

aneb co se jinam neveslo...

1.2 Obycejné diferencialni rovnice: co jsou a proc jsou.

V této ¢asti se budeme zabyvat obyéejnymi diferencidalnimi rovnicemi? a metodami
pouzivanymi k jejich vyfeSeni.
n n
AN AN
Definice 1.1. Znacend f' -/ (x), nekdy téz f™) (), f' - éijen f), bude prirozené
znacit n-tou derivaci funkce f podle x. Presnd induktioni definice jest

f( )(x) = { [f(nfl)(l,)]/ iffn e 7+

1.2.1 Motivaéni piiklad

Piiklad. Najdéte funkci y(x) (tj. funkciy v proménné z) takovou, Ze

Yy +2xy =0
Resend. Jako ,spravni matfyzici® si vysledek tipneme® a uvidime, jestli odpovid4
zadani: ,
y(@) =c-e*,

pro = € R a konstantni parametr ¢ € R.

1Na obrézku je zndzornén ,Banachiiv-Tarskiho paradox“.
2zkracené ODR
3Ve skutecnosti jsme k nému doli vypoctem, ale zatfm nepiedbihejme.



Pro kontrolu dosadime:
Y () + 20y = (c- e ) + 20y =c-e " (=2z) + 22(c- e ) = 0.

Tipli jsme si tedy spravné. Ale jsou to skuteéné vSechna moznd feSeni?

1.2.2 Aplikace ODR

1. volny pad
Budeme zkoumat pohyb padajictho micku v ruznych prostiedich a v ruzném
sméru letu.

(a) Varianta ,,vakuum*

Priklad 1.2. Upustime micek ve vakuu (tedy zanedbdvdme treni a jiné
neprijemnosti).

Bud' y(t) funkce hloubky (vzhledem k pocdtecni vysce) v zavislosti na
case. Slavny Druhy Newtonuv pohybovy zdkon tvrdi, ze

F=m-a,

kde F a m jsou (z pohledu matematika) nezajimavé konstanty. Ovsem
zrychleni a lze vyjadrit jako

a=—y
Protoze F a m jsou konstantni, snadno nahlédneme
2
y' =c,proc>0.

Témto rovnicim se fikd ODR 2. fadu, neb se v nich vyskytuje 2. derivace
jako nejvyssi ze vsech derivaci.
(b) Varianta ,,ve vzduchu*

Piiklad 1.3. Upustime micek tentokrdt ve vzduchu (tedy tieni a jiné
neprijemnosti uz nam tolik nevadi, proto s nimi i pocitame).

Lze piijit na to (experimentdlné ¢i vlastni virou), ze odpor vzduchu je
piimo tmérny ¢tverci rychlosti, v matematické notaci

1 odpor ~ 1 (y')*.

Ten oc¢ividné v linearné mife snizuje zrychleni padu, konkrétné

kde ¢ > 0 je konstanta z pfedchozi varianty tlohy a k£ > 0 je néjakd nova
konstanta (miry vlivu odporu vzduchu na pad).

4Znaménko ,,—“ je pro spravny smér vektoru zrychlent.



(¢) Varianta ,z dalky*

Piiklad 1.4. Nyni upustime micek z velké ddlky, lépe Teceno z ,,vysoké
vysky“ (jakoby z kosmu,).
Bud y(t) funkce vzdalenosti micku od stiedu Zemé® v zavislosti na ¢ase.
Snadno se nahlédne (ale dikaz prenechme fysikim), ze
c
/!
y' = .
Y2
2. vyvoj populace
Bud y(t) funkce poctu jedinct (bakterii, kraliki, uzivateltt Facebooku...) v ¢ase
t. Muzeme pak vyvoj takové populace modelovat nékolika zpusoby, napf. jed-
noduchou ODR 1. fadu®
y=cy
¢l ,propracovanéjsi“ ODR 1. radu berouci i v potaz omezeni shora (velikost
Petriho misky, rozloha pastviny, kapacita Internetu...)

kde K bude representovat tento horni strop pro kardinalitu populace.

3. vedeni tepla
Bud u(z,t) funkce teploty v ¢ase t a v bodé z (pro jednoduchost uvazujme
1-rozmeérny piipad — i tak to bude slozité azaz). Vedeni tepla lze modelovat
sparcidln{ diferencidlni rovnici“ (obsahujici parcidlni derivace)

ou(x,t) @
ot Oz

Uvédomime-li si, co je to z fysikdlniho hlediska ,tok tepla“, okamzité nds
napadne zavislost

ou

Nakonec nahlédneme, jak souvisi zména energie v daném bodé s tokem tepla,
a dosadime takto:

0%u

. 0
1 AEnergie ~ 1 %toku ~ 1 Eroh

Poznamka: Dosti podobnym jevem ze svéta financnictvi a cennych papiru je
takzvana ,, Blackova-Scholesova rovnice“ modelujici hodnotu opci evropského

typu.

1.3 ReSeni zdkladnich typu.
Priklad 1.5. Vyieste ODR 2. tddu

y'(t) =c

pro néjakou pevné danou konstantu c € R.

5jakozto planety Zemé s velkym pocateénim pismenem v nazvu
6diferencidlnf rovnici s 1. derivaci jakozto nejvyssi



Tuto tlohu snadno vyftesi i student 1. rotniku Informatiky na MFF UK. Nejde
totiz o nic ,,svétoborného*, pouze se dvakrat nalezne primitivni funkce:

y(t)=c-t+d

c-t?
y(t) = 5 +d-t+e

Tento piiklad je spiSe ilustrativni. Znézoriuje 1 z moznych cili, kterych chceme
pfi feSeni ODR dosdhnout — rovnici piimo vyftesit.

Na zcela opa¢ném konci spektra obtiznosti lezi 1 ze 7 miléniovych problémii,
tzv. ,Navierovy-Stokesovy rovnice“ (konkrétné rozhodnout, zda-li jsou vzdy fesi-
telné).

Reseni tohoto otevieného problému je asi stejné trividln{ jako rozfesit problém
P vs. NP“ ¢i dokazat ,Riemannovu hypotesu“ — tedy tiloha pro studenta Be. studia
na MFF UK tézka vice nez dost.”

Tyto rovnice jsou na druhou stranu ukézkou jiného cile pii feseni diferencidlnich
rovnic, tedy spise analysovat vlastnosti (nebot tiplné vyfeseni by bylo pfilis obtizné).

Definice. ODR (1. 7ddu) je rovnice tvaru ,y' = f(x,y)“ pro f : D — R, kde
D C R2. Presnéji se snazime pro néjakyj interval J C R nalézt funkci y(x) : J — R
takovou, Ze y'(x) = f(x,y(x)) pfi (x,y(x)) € D.

Na obrazku to lze nahlédnout tak, Ze na oblasti D mame zadané tzv. ,smérové
pole“ (znazornujici pozadované ndklony pripadnych te¢en v danych bodech). Snazime
se jim ,protdhnout“ néjakou funkci, tak aby teény v kazdém bodé respektovaly
zadani smérového pole.

Poznamka: Toto byl tzv. ,explicitni zapis“ ODR. , Implicitnim zdpisem*“ ODR
(obecné n-tého fadu) je minéna rovnice F(x,y,...,y™) = 0.

1. typ: ¢ = f(z) (primitivni funkce)

V kazdé x-ové soutadnici je funkei f(r) pevné zadéna zaddand smérnice® funkce
y(z). To je zndzornéno na nasledujicim obrazku:

L

7Ovsem ne tplné nemozné, jak lze vidét z pifkladu dnes jiz vyfesené ,Poincarého domnénky.
8tangens hlu naklonéni teény v pifslusném bodé



Tento typ zndme jiz z MA2, jednd se o tzv. ,primitivni funkce®“. Ty jsou jed-
nozna¢né dany az na konstantu:

vo) = [ f@)+C

pro C € R.

Pii feseni ODR méme vsak ¢asto zaddny i po¢dtecni podminky (puvodni pocet
bakterii, kralikt, uzivateli Facebooku...) a to ve tvaru y(zg) = yo. To ndm pomuze
pro urceni jednozna¢né primitivni funkce véetné konstanty:

Mﬂ=%+/%@)

Vsimnéme si, ze muzeme provést ,pseudokontrolu® korektnosti pfi dosazeni krajni
hodnoty = := x( a ze povede ke spravné pocatecni podmince.
2. typ: ¥ = g(y) (jisté ne primitivni funkce)

Uvédomme si, ze jde o velice podobnou tlohu jako predtim — v kazdé tentokrat

y-ové souradnici je funkce{ ¢g(y) pevné zaddna zddand smérnice pro funkci y(z).
Obrazkove:

Pro g(y) = 0 je situace velice jednoduchd. Rovnice se zjednodusi na y'(z) = 0,
tedy funkce mé& lokalni minimum i maximum v kazdém bodé, neboli lidsky fe¢eno
je konstantni.

Pro g(y) # 0 si ukdzeme (mnemotechnicky) postup feseni, jaky pouzivaji en-
gineefi a economové. Rozepiseme funkci y' jako

dy
a = g(y)

Protoze ¢g(y) # 0, muZeme prohodit pravou stranu a jmenovatel

dy

aly) d

a prirozené nds napadne zintegrovat obé strany
d
/ - / dx
9(y)
Oznaéfme-li primitivn{ funkci z levé strany jako H(y),? ziskdme findln{ tvar

Hy)=z+C,

pro C' € R. To vypada ponékud typové Spatné, ale rovnice ve skutecnosti obsahuje
pouze funkce v proménné x takto

H(y(z)) ==+ C.

9Pozor, neplette si s funkci entropie!



Priklad 1.6.

/

Yy =2y
dy
I 9
dzx 4
dy
= _ | q
/ —2y !
dy
= C
"oy T+
In|y| = =22 — 2C
y — :|:€72m+k
y=A-e 2

kde k € R a A € R\ {0} jsou néjaké nezajimavé konstanty. Tudizy = A-e~2®
pro A € R jsou reSeni této ODR. Vyvstavd prirozend otdzka: ,,Jsou vSechna?“ —
Ano.

Dukaz. (ndstin dukazu) Nahlédneme, ze
(y(x)- ) = o - +y-2-* =0,
<~
:—Qy

neboli y(z) - €** musi byt nutné konstantni (pro y(x) spliiujici danou ODR). Ta
v naSem piipadé odpovidd vyse uvedené konstanté A. O

Nyni se vratime zpédtky do kuzi ,matfyzaka“ a ukdzeme si (asponn ndznakem),
pro¢ tato metoda vubec muze fungovat.

Diikaz. (ndstin dikazu) Hleddme y = @(x) <uun> z = ¢~ !(y). Aplikaci véty
o derivaci inversni funkce z MA1 dostaneme

1 1
o=l W) = 5 = s
¢'(x)  g(y)
kde druhd rovnost je zminovana derivace inversni funkce a posledni rovnost jsme
ziskali ze zaddni ODR. Tedy muzeme nyni korektné zintegrovat obé strany. O

Ukézka (ne)jednoznaénosti.

Priklad 1.7.

y' =yl

BUNO y > 0.
dy
= —==[de=zx+C
vi=[%
(x4 c)?
4
Pokracovdni priste. . .



2 Pokracovani v ODR (8.3.2012)
Zapsal(i): Lukds Ldnsky

3. typ: ¥ = f(z)g(z) (ODR se separovanymi proménnymi)

Inzenyrsky:
Prikladem:
Zatim jsme nevidéli, ze by feSeni tak hodné zalezelo na konstanté — graf funkce pro

¢ = 0 vypada takto:
35
3
25
2
15
1
05
5 ' 5

Pro ¢ =1 uz je ale tvoren jen izolovanymi body. Defini¢ni obor je, piesné fec¢eno:

c>1:Dyc:@
m™ T
c<—-1:D, =R

Pevné body

Definice. Uplny’ metricky prostor je takovy m. p., kde kazdd cauchyovskd posloup-
nost konverguje.

Pripomenme si, ze:

o Metricky prostor je dvojice z mnoziny bodu M a metriky, coz je néjaka funkce
p: M x M+ R, pro kterou plati p(z,y) = 0 & x =y, p(x,y) = p(y, ) a

p(z,y) < p(,2) + p(2,y)-

e Posloupnost bodu x, v daném metrickém prostoru konverguje do bodu x,
pokud limita lim p(z,, z) existuje a je rovnd nule.

e Posloupnost bodu je cauchyovskd, kdyz

Ve > 0,3ng € N,Vm,n > ng : |z, —2n| < e

Obvyklymi mnozinami, na kterych metrické prostory sidli, jsou R, Q, R™ (redlné
vektory), nebo C[0,1] (spojité funkce na uzavieném intervalu). Obvykld metrika
v R™ je ta euklidovska, kde se vzdalenosti pocitaji jako v obvyklém euklidovském
n-rozmérném prostoru. D4 se pracovat i s metrikou maximovou, kde se uvazuje
maximélni rozdil mezi souradnicemi, nebo souctovou, kde se tyto rozdily scitaji.
Neformélné feceno: jediny duvod, pro¢ by cauchyovska posloupnost nemohla kon-
vergovat je, pokud v misté, kam se jeji hodnota blizi, chybi bod. Slavnym piikladem
jsou diry v raciondlnich ¢islech — muzeme konstruovat posloupnosti bodu, které se
neomezené blizi néjakému iracionalmu ¢islu, tfeba vhodné odmocniné. Ty jsou pak
zaroven cauchyovské a nekonvergujici.



Definice. Pro dang m. p. (X, p) je funkce f : X — X kontrakce, pokud

Je € [0,1),Vz,y € X : p(f(z), f(y)) < c-p(z,y)

Muzeme tomu 7ikat i c-lipschitzovskost.

Véta 2.1. Bud (X,p) tplng metrickyj prostor a f kontrakce. Banachova véta o
kontrakci zarucuje ekvivalenci ndsledujicich tvrzeni:

1. f md pevny bod, tj. Fz : f(z) ==z
2. Peuny bod je prdvé jeden.
3. Kdyz x je peuny bod, Vxo,xn, = f(xp-1) : lima, = x.

Dukaz druhého bodu je snadny: kdyby existovaly dva pevné body f(z) =z, f(y) =
y, muselo by je kontrahujici zobrazeni ptritahnout, coz se neslucuje s jejich pevnosti.
Formalné, méjme definici kontrahujicitho zobrazeni aplikovanou na tyto dva body:
p(f(x), f(y)) < c- p(z,y). To muzeme hned prepsat jako p(x,y) < c¢- p(z,y), tedy
1 < ¢, coz je ale pravy opak toho, jak mé ¢ v definici v kontrahujictho zobrazeni
vypadat.



3 (15.3.2012)
Zapsal(i): Jan Koldrik
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4 Piiklady ODR (22.3.2012)
Zapsal(i): Tomds Filipek

Pi.:
u' = c.u.(b — ) ... rovnice popisujici rust populace
d
d—? = = cu.(b—u)
d
= —
u(b—u)

Vypocet:
PS: [edt =ct
Pocatecni podm.: u(0) = ug

(0) u b
1 u(T) Ug
JQosl 0| log ) = or
u(T) Ug
logl—————| =0 K, kde K =1
0g|b—u(7‘)| cr + K, kde 0g|b—u0|
U(T) _ ebc‘r—i—K
b—u(r)
O<u<b=
u(r)—b+b b
i A [ R G
b—u(r) pr—e
b
U(T) =b— 1 + ebc7+K

Chov4 se "hezky”- ¢ urtuje tempo rustu (ziejmeé c;0), b hranici zalidnéni.

Pi.: (7 fyziky)

volny pad s odporem

Dvé varianty:

a) v’ =g —cv ... linedrni ODR

b) v/ = g — cv? ... hiife fesitelné obecné

Pi.:
kyblik s dirou u dna

v = f(h)

h = cv

11



Obréazek 1: obr.1

% =cov=c.f(h)
kyvadlo

Obrézek 2: obr.1

F = —G.sina .. z obrazku

F =m.a ... (Newton)

F=m.a=m.s" =m.l.a"

kde 1 je délka provdzku a a” je ”zrychlen{ ihlu”

o’ = c.sina = c.a ... pro "mdlo”kmitajici kyvadlo; ¢ < 0
o’ =ca

Resenf - metoda odhadu

a = M

o = \eM

o = )\2.e>‘t
Kdyz ¢ >0:
eEVet je Fesent
A =c¢

Kdyz ¢ <0 :
AN =c<0
A= +ki
c=k?

= "podezielé”feseni etk

12



seCteme je:
ikt ikt
e +e
——— =coskt
ikt _ o—ikt
—— =sinkt

21
ervet o
okt _ okt

sinh(kt) =

kt | —kt
cosh(kt) = e e’
Jkde k= ++/c
Mnozina feseni totiz tvoii vektorovy prostor..
Jak Fesit rovnice typu o/ = ca obecné?
2a/ " = 2cad
(@'?) =20/ = 2can’ = c(a?)

a?2=ca®?+ K
1

o’ = ca ... rovnice pro harmonicky oscilator (typicky)

a(t) = A.cos(kt) + B.sin(kt) = D.sin(k(t — to))

Pi.: (volny pad b)

v =1-1?2
Pro néjakou neznamou funkei u:
!
v=—
u// 1,7 !
—u'u u
v,:uuzu PRCAE
u u
uwu = u?
et + et
v =u=u=cosh(t) = ————
h(t)  sinh(t et
év:(cos():szn():tgh(t):e e

cosh(t) cosh(t) et +et

Pr.: (volny pad a)
y =y(z)

Y +g(z)y = h(z) = Ly

, kde Ly je linedrni operator
Linearn{ znamené:

L{cy) = cLy

L(y1 +y2) = Ly + Ly»

Speciélni pifpad: h(x) =0 ... homogenn{ rovnice
Ly=0
Hleddame jadro vektorového prostoru Ly.

%=—M@y
y

— = —¢g(z)dx
) g()

Poc. podm: y(z) = yo

[, 5= L= [

— = [Inyly,
/yo y .
In= = ~G(z) = y = yoe

13
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[inyly, = H(y) — H(yo

Pozor, dulezitad je po¢.podminka - jinak je yg libovolné yo € R
Obecny pifpad: h(z) #0

Ly=nh

-i, pokud nalezneme jedno feSeni ¥y, ... partikuldrni feseni
obecné feSeni je ve tvaru

Yp T Yn

, kde yy, je TeSeni homogenni rovnice
= oo mnoho feseni

= lze splnit poc¢.podm.

Potiebujeme ale jedno feSeni nalézt..
Trik - variace konstant:

y = yoe ¢

..misto yo dame funkci

Yp = Yo (x)eia(m)

~G(x) = [ g(t)dt

Ly, =y, + 9(2)yp = yp(2)e” 9@ +yo()e (=G () + g(z)yo(z)e” ™
Chceme: y)(z)e~ @) = h(x)

= 4o = h(z)e"™

Jind metoda na feseni diferencialnich rovnic - prace s mocninnymi fadami.

14



5 Teorie miry a integralu (29.3.2012)
Zapsal(i): Pavel Vesely a Jan Smycka

5.1 Mira
Potiebujeme umét méfit mnoziny. Zéakladnimi mirami mohou byt:

e Pocet prvka — pak ovSsem plati:

— IN[=Q] = wo
= [RI=1(0,1)] = [R?| > wo

Tato mira tedy neni vzdy vhodna.

e Délka, obsah, objem:

Ctverec by mél mit miru 1, kruh 7 a bod 0.

Chceme, aby naSe mira témto mnozinam prifadila stejnou hodnotu. To vsak
nejde vzdy lehce spocist.

5.2 Pozadavky na miru
R&di bychom, aby mira spliiovala tyto vlastnosti:
1. Mira je funkce m z mnozin do [0, oo] (idedlné ze vSech myslitelnych mnozin),
2. m(EUF)=m(E)+m(F), pokud ENF = (kone¢nd aditivita),
3. pro E C F plati: m(E) < m(F) (monotonie),
4. pro vsechna E,F: m(EUF) < m(FE)+ m(F) (subaditivita),

5. pro véechna E a viechna t € R: m(E+1t) = m(E), kde E4+t = {z+t:2z € E}
(translac¢ni invariance),

6. pro disjunktni (E;)ien: m(U Ei) = >,y m(E;) (spocetnd aditivita).

Priiklad. Problémy, které mohou nastat s mirou:

1. R/Q — ekvivalence = na R: 2 = y & x —y € Q. (Podobné se definuje
Z)27 = Zs nebo R/Z = [0,1), tedy néco jako moduleni 1).

Z kazdé tiidy ekvivalence = vybereme zdstupce z [0, 1), ¢imz ziskdme mnozinu
zdstupci X. Tento vybér je korektni, nebot napiiklad 15,73 = 0, 73.

Vlastnosti mnoziny X:

o Jeziejmé, ze X C [0,1].

15



e Pfi¢itdnim raciondlnich éisel k prvkiim mnoziny X ziskdme vSechna redlnéd
cisla:

UX+ag=Rr

q€Q
kde X +¢ = {x+¢: x € X}. Dukaz: pro kazdé r € R existuje pravé jedno
r € X :x=r,zcehozvyplyvd, zer—x =q € Qatedyr =z+q € X+q.
e Pfic¢itdnim z raciondlnich ¢isel jen z intervalu [—1, 1] k prvkim X ziskdme
v8echna realna ¢isla na intervalu [0, 1]:

[0,1] € U (X +q) C[-1,2]
qeQN[-1,1]

Prvni C vyplyva z toho, ze pro r € [0,1] existuje pravé jedno = € X :
r=xaxz€l0,1], tedy r—zeQn[-1,1].

+q _x-14
S
0 1 2

|
1
-1
e Sjednoceni je disjunktni, coZ lze dokdzat sporem: necht r € (X + g1) N

(X +¢q2), pak r = 21 + 1 = 22 + ¢o. Jelikoz g1 # qo, plati i x1 # x4, coz
je spor s jednoznacnosti zastupce.

Zajimé nds mira X, znacend m(X). Piedpoklddame, ze X né&jakou miru ma,
a necht m(X) € [0, o0].

Plati, ze X C [0,1], z ¢ehoz je pfirozené vyvodit, ze m(X) < m([0,1]) = 1.
Déle je chceme, aby pro X,Y disjunktni platilo:

m(XUY)=m(X)+m(Y)

Z toho lze matematickou indukei vyvodit (pro X; disjunktni):

n n

m((J Xi) =) m(X:)

n=1 n=1

m(|J x) = Zm(Xi)

i=1
Zvolme X; := X + ¢;, kde {q1,¢2,...} =Qn[-1,1].
Oznatme SX := J,cqnp—1,1(X + ¢). Pro miru SX plati:

m(SX)=> m(X;)=> m(X)
i=1 i=1

Tato suma je bud 0, pokud m(X) = 0, nebo oo, pokud m(X) > 0.
Plati, ze SX C [—1,2], tedy lze pifedpokladat, ze m(SX) < 3. Zaroven vime,
ze SX D 0,1 = m(SX) > 1.
Této mnoziné tedy nelze ptiradit miru (s vyse uvedenymi predpoklady o mife),
protoze soucasné mé platit: m(SX) = 0, nebo m(SX) = oo, m(SX) < 3 a
m(SX) > 1. To je spor s tim, ze kazdé mnoziné lze priradit miru.
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O mife vsak predpokladame elementarni véci, napt. kdyz do mnoziny pridame
prvky, tak ma vétsi miru.

Poznamky:

e Predchozi dukaz lze upravit tak, aby nepouzival nekoneéné sjednoceni.

e Pozor na to, Ze ve slové "vybereme” v definici mnoziny X jsme pouzili
axiom vybéru.

2. Banach-Tarského véta (pouzivd axiom vybéru): Méjme kouli B C R3.
Rozdélime ji na disjunktni mnoziny X1, X ... X} tak, ze B = X;UXoU -+ UX}.
Mnoziny X; pretransformujeme na mnoziny Y; takové, ze Ule Y; = B1UBs,
kde m(B1) = m(Bz2) = m(B).

Jinymi slovy: jednu kouli rozdélime na kone¢né mnoho disjunktnich mnozin,
z nichz pak slozime dvé disjunktni koule — obé vSak maji stejnou miru jako
puvodni koule.

Vo

Mame dva paradoxy. Abychom se jim vyhnuli, vybereme si oslabeni pozadavku na
miru, napf. Zze ne véem mnozinam lze piiradit miru. Na druhou stranu, nemuzeme
oslabit vSechny pozadavky, napfiklad po vynechani transla¢ni invariance by mohla
byt zavedena tato mira: m(E) = 0, pokud F neobsahuje pocétek, jinak m(E) = 1.

5.3 Elementarni mnoziny, elementarni mira

Definice 5.1. Interval v R: [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], kde a,b € R. Velikost{ je rozdil
|b— al.
Definice 5.2. Interval v R? (kvddr) je soucin intervalii v R:

d

d
B=][L=B=]]
=1

i=1
Definice 5.3. Elementdrni mnozina je konecéné sjednoceni kvadri.

Pozorovani: Pokud jsou mnoziny X,Y elementarni, pak jsou rovnéz elementarni
mnoziny X UY, X NY, X\Y, X AY (operace A je symetrickd diference, tedy néco
jako XOR éfsel) a pro viechna t € R% : E +t je elementarni.

Piiklad. Elementdrni mnoZiny:

17



Lemma. Necht E C R? je elementérni. Pak:
1. Existujf disjunktni kvadry By, Ba, ... By takové, ze E = BiUByU - - - UB;,.
2. m(E):= Zle m(B;) a m(F) nezavisi na volbé B;.

Piiklad. Rozdélent na disjunktni kvddry:

||

Dikaz. Jednotlivé ¢dsti lemma dokdzeme oddélené.

1. Prvni ¢éast lemma:

Nejprve pro d = 1:

0 1 2 3 4 5 6

Intervaly, z nichZ se elementdrni mnoZzina sklddd (vyznaceny édrkované),
stac¢i nahradit dvéma intervaly.

Elementdrn{ mnozina se sestdva z intervalu I, ... I;, kde I; = (a;, b;),
piipadné [a;, b;], [a;, b;) nebo (a;,b;].

Mnozinu koncu a zacatku intervala si usporddejme:

{ai,bi:i: ll}:{l'l <L Lo < -+ <$h}
Za vysledné intervaly zvolme (a4, x1y1), pifipadné doplnéné jeste
o jednobodové intervaly [z, x4].

Zobecnéni pro d > 1:

A

4

18



Elementdrni mnozina se sestava z kvadru By, Bo, ... B, kde kazdé
d i
B =1, I.
Pro kazdé j intervaly I} ... I} nakouskuji (podobné jako v dimenzi 1) a
ziskdm intervaly le o)
Vsechny kvadry Ji* x J32 x --- x J3* jsou disjunktni.
o o

%

Tim je dokdzéna ¢ast 1.

Druhd ¢ast lemma: Pro interval I = (a,b) zavedeme:

11N (G2)

m(I) = lim

n—oo

kde 17 jsou prvky Z vynédsobené *.

|

=

)
S=1
S+

o~
T

-

k—1 k
—<a<-—
-1 l
—<b< —
Odectenim ziskame:
-k —1 -k +1
—<b-a< —
n
ijravou nerovnice dostaneme:
1 11—k 1
b—a——<——<b-—a+—
n n n

Zajima nas prunik intervalu I s jednorozmérnou miizkou %Z:

1 t
Iﬂ(gz):{g:te{k,k +1,...1-1}}
Velikost této mnoziny tedy je:
rntz) =1-k
n
Plan: vzorec m(I) = lim, 00 % zobecnime pro vice rozmeéru a také

pro elementarni mnoziny.
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Kvadr: B=1; x I, x --- x I; C R%:

BOGZY _ L0 G2
) =l = =l T =
d 1 d
L 0@z
=1Lt == = 1
i=1 =1

Elementarni mnozina: E = B{UByU---UBy:

En(izd Y BN (Lz
() = 1 EOGZ S IBN ()
n—0o0 nd n— 00 nd
k 1 k
. |BiNn(;2)]
=2 Jm, = =3 B

3=
~_—

Pii vypocétu timto vzorcem v podstaté pocitame body mrizové sité uvniti
mnoziny.

Ukoly do priste:

e Najit mnozinu E takovou, ze m(E) neni definovano.

e Najit mnozinu E takovou, ze m(E) neni transla¢né invariantni.
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6 Jordanova miera (5.4.2012)
Zapsal(i): Tobids Hudec
6.1 RieSenia hadaniek

Piiklad. Ndjdite mnozinu E C R takd Ze lim

n—oo

|[Entz| . . . . .
—q — nie je translaéne invari-

antnd.

Resend. Definujme E = Q N [0, 1]¢. Potom
1 d

. |Eniz|
lim —*— =1

n—00 nd

|E+(\/§,\/§,...\/§)H%Z|:0

B+ (VEVE,.. VBN iz
lim =0

n— oo nd

1
Piiklad. Ndjdite mnozinu E C R takd Ze lim lETL};’Zl nie je definovand.
n—oo

Resend. Pre p prvoéislo definujme
d
01 p—1
4, = {} 0,0,...0
P \pp ’ \( )
E:AQUA5UA11U...
Potom plati

n

Eniz| [l pren=2511,...
d o pren=3,7,13,...

Takze limita nemdze existovat.

6.2 Definicia Jordanovej miery

Od minula mame definovant elementarnu mieru na elementarnych mnozinach, pre

ktori plati
m(B) = vol(B) pre B kvader

m(EUF)=m(E)+m(F)kde ENF =( a E, F st elementdrne mnoZiny
m(E +t) = m(F) kde E je elementdrna a t € R"
Poznamka. Takéto m je urcené jednoznacne.

Chceme m rozsfrit na §ir$f systém mnozin tak, aby zostali zachované uvedené vlast-
nosti.

Definice. Nech E C R", E obmedzené. Definujeme vnitorni Jordanovu mieru ako

my g(E) = sup m(A)
ACE
A je elementdrna
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a vonkajsiu Jordanovu mieru ako

m*!(E) = EHCIfB m(B)
B je elementdrna

Ak my j(E) = m*7(E), potom povieme, e mnozina E je (Jordanovsky) meratelnd
a definujeme Jordanovu mieru m(E) = my j(E).

Piiklad. Spocitame mieru trojuholnika T s vrcholmi (0,0), (1,0), (1,1). Ndjdime
elementdarne mnoziny A, a B, ktoré aproximuji trojuholnik z vnitra z vonka. A,
definujeme ako mnoZinu pod grafom funkcie % a B, definujeme ako mnoZinu
[rn-z]

pod grafom funkcie -——=. Potom plati:

supm(Ay) = &

Podobnym sposobom ukdzeme, Ze inf B, = % Ked7e VA, B elementdrne t.2. A C
T C B plati m(A) < m(B), potom uz nutne m, ;(T) = m*/(T) = L.

Véta 6.1. Nech E C R” je obmedzend mnoZina. Potom nasledujice tvrdenia su
ekvivalentné:

1. FE je Jordanovsky meratelnd.
2. Ve 3 elementdrne A,B t.2. ACEC B am(B\A) <e¢
3. Ve 3 elementdrna A t.z. m*7/(EAA) < e

Diikaz.1 =2 Oznacme x = sup yc p m(A) = infgc g m(B). Potom existuje A C F

elementarna t.z. m(A) > x — 5 a existuje B O E elementdrna t.z. m(B) <

x + 5. Potom m(B\A) = m(B) —m(A) <e.

2 =3 Majme A, B spinajice 2. Potom E A A = E\A C B\A a plati m(B\A4) < ¢,
teda m*7/(E A A) < e.

3 =1 Cvicenie.
O

Pre E elementarnu plati, ze E' je Jordanovsky meratelnd, pricom Jordanova miera
elementdrnej mnoziny sa zhoduje s elementdrnou mierou. Staéf si uvedomit, ze VB
elementarna, B 2 F plati m(B) > m(FE), teda m*(E) > m(F). Opaénd nerovnost
plynie z definicie infima. Analogicky sa ukdze m.(E) = m(E).
Takisto plat{ m(()) = 0. Prdzdna mnozina je totiz elementdrna.

Véta 6.2. Nech E,F siu meratelné. Potom plati:
1. ENF,EUF,E\F,EAF si meratelné.

m(E) >0

mEUF)=m(E)+m(F) ek ENF =)

ECF=m(E)<m(F)

m(EUF) <m(E)+ m(F)

S G e

m(E +t) =m(E) kdet € R
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Diikaz. 1 Podla predchadzajicej vety mame E', F' t.z2. m(EAE') < e am(F A
F') <e. Plati (EUF) A (E'UF') C (EAEYU(FAF'). Teda m((EUF) A
(E'"UF") < 2¢ a EUF je meratelnd. Podobne sa ukdze prienik, rozdiel a
symetricky rozdiel.

3 Majme A C FE C B, A, B elementarne, C C F C D, C, D elementarne. Potom
plati
AUCCFEUFCBUD

m(AUC) =m(4) +m(C)
m.(E) +m.(F) =supm(A) + m(C) <m (EUF)
m(BUD) <m(B)+ m(D)
m*(EUF) <m*(E)+m"(F)

Miéme teda m.(E) + m.(F) < m (EUF) <m*(EUF) <m*(E)+ m*(F).
Kedze m«(E) = m*(E) a m.(F) = m*(F), v predchddzajicich nerovniciach
nastdva rovnost a mame m(E U F) = m(E) + m(F)

4 EU(F\E) = F, teda m(E) + m(F\E) = m(F), z ¢oho plynie, ze m(E) <
m(F).

5 m(E)+m(F)=m(EUF)+m(ENF)
O

Poznamka. Nech B je kompaktnyg kvdder a f : B — R je spojitd funkcia. Potom
graf funkcie {(x, f(x))|x € B} je Jordanovsky meratelnd mnozina a md nulovi
mieru.

6.3 Hadanky

1. Kompaktny konvexny mnohosten je Jordanovsky meratelny.

2. Gula je Jordanovsky meratelns, pricom

m(B(0,7)) = cq - %

2 d
) <, <2d
<\/&> ==

3. Spocitajte m(X) pre X = [0,1]>NQ? a X = [0,1]2\ Q%
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7 Pokracovanie Jordanovej miery (12.4.2012)
Zapsal(i): Jozef Gandzala € Juraj Citorik

7.1 RieSenie hadaniek z minula
7.1.1 Prva hadanka
Zadanie: Ukazte, ze Jordanova miera gule so stredom v 0 a polomerom r je
mg (Bga (0,7)) = cq - r¢ (1)

kde cq4 je konstanta, pre ktort plati

(é)d <eqg <2 (2)

RieSenie:

Existencia miery: Gulu moézeme rozdelit na dve rovnaké éasti, pricom kazda z
nich tvorf plochu pod (d-dimenzionélnou) krivkou /1 — (2% + 22 + ... + 22). Z mi-
nula ale vieme, ze kazda plocha pod spojitou funkciou na kompakte je Jordanovsky
meratelna.

Odhad c¢4: Predpokladajme, ze naozaj plati (1). Potom odhad (2) dostaneme
jednoducho tak, ze danej guli opiSeme a vpiSeme d-dimenzionalnu kocku.

Hodnota miery: Nakoniec nahliadneme pre¢o rovnost (1) plati. Predstavme si
gulu s polomerom 1 a to ako jej zviiésovanie a zmenSovanie o  ovplyvni mieru. Je
celkom intuitivne, Ze by malo platit

ma (Bga (0,7)) = mg (Bga (0,1)) -7

Cd

O tom, Ze tomu tak naozaj je sa presvedéime z definicie miery a kvéadra.

m(rE) =m*(rE) = inf {m(B)} = inf {m(B))

B element. B’ element.

=7 inf  {m(B)}=r?-m(E)
B'DE
B’ element.

Poznamka. Presny vypocet cq uz tak trividlny nie je.

7.1.2 Druha hadanka

Zadanie: Nijdite m(X) pre X = [0,1]> N Q? resp. pre X = [0,1]? \ Q2.
RieSenie: Riesme najprv tlohu pre X = [0, 1]>NQ?. Z definicie Jordanovej miery
vieme, ze musf platif m(X) = m*(X) = m.(X).

(X) = inf B)} =1
m*(X) =" jf  {m(B)}
B element.
(sporom: keby m*(X) < 1, tak by existoval v [0,1]? nepokryty §tvorec a z vety o
hustote R vieme, Ze taky Stvorec by obsahoval asponi jedno g € Q)
m«(X)= sup {m(B)}=0
BCE

B element.
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(obdobne ako pri m*(X))

Dostali sme teda, ze vnutorna a vonkajsia Jordanova miera sa nerovnd, a teda
mnozina X = [0, 1] N Q? nie je Jordanovsky meratelna.
Podobnou tvahou overfme, Ze ani X = [0, 1] \ Q? nie je Jordanovsky merateln4.

7.2 Pokracovanie Jordanovej miery

Véta 7.1. Nech L : R — R linedrne zobrazenie, E C R, E je Jordanovsky mera-
telnd. Potom m(L[E]) = K - m(E), kde K = |det(Ap)|

Diikaz.  (kostra) Pre |det(AL)| = 0 je K = 0, lebo L znizi pocet rozmerov E. Dalej
preto uvazujeme | det(Ar)| # 0. (L znadf linedrne zobrazenie a Ay maticu tohoto
zobrazenia.)

1. F je kvader

(a) E = Ep = [0,1]? ...plat{, staci ak si spomenieme, ze det(Ar) je ob-
jem obrazu [0, 1]¢
algebra)

(b) E=M:Ey...vieme, ze m(E) = |det(M)| - m(Ep) a teda m(LE) =
m(LMEy) = |det(LM)[ - m(Ep) = |det(AL)| - m(E)

urceny stipcovymi vektormi matice Ay, (Dk: linedrna

2. FE je elementarna mnozina
3(By) disjunktné kvédre t.z. E = J By. Plat{ LE = |J LBy
1.
m(LE) = Y m(LBy) = 3| det(Ay)| - m(By) = |det(Ay)] - X m(By)
— [det(AL)| - m(E)
3. E je Jordanovsky merateln4
det(AL) 75 0= 3L!

B/
* : : —1
mH(LE) = inf {m(B)} = inf Am(LLB)}
B element. B element.

2) . . ’
= Blng{|det(AL)| m(B’)}

— [det(Ap)] - jnf {m(B")} = | det(AL)]| - m"(E)

Analogicky pre m.(E). O

Pre obecné £ C R -
m*(E) = m*(F), kde E je uzdver E, t.j. najmensia uzavretd F O E
m.(E) = my(nt(E)), kde nt(E) je uzdver E, t.j. najvacsia otvorend G C E

Definice 7.2. Funkcia f : [a,b] — R je po castiach konstanind (pck) ak existuje
delenie (x,,) intervalu [a,b] t.2. f(y) = ¢; Yy € (T4, Tit1)-

Definice 7.3. (Integrdl z po castiach konstantnej funkcie)

n—1

b
o) [ fa)do = 3 cfoir — i (3)

=0
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Pre f : [a,b] — R obmedzené plati

b b
(R)/ f(z)dz = sup (pék)/ g(x)dx (4)
a g:[a,b] =R a

9<f
gje(pek)

Pre E = {(z,y) : 0 <y < f(z),z € [a,b]} je
b
m(B) = [ f(a)da )

7.3 Lebesgueova miera

Opakovanie (Jordanova vonkajsia miera):

' . . ‘ B R . s
m*7(E) = pus m(B) = jnf. Z |Bi|, B=ByUByU...UB,, B;kvader
B element. B element. =1

Definice 7.4 (Lebesgueova vonkajsia miera). Nech E C R%. Potom vonkajsia Le-
besgueova miera E je

)
m*(E) = inf > IBil
1,B2,... :
UBiQE i=1
#B,; je spocetne

Definice 7.5 (Lebesgueovskd meratelnost). E C R? je Lebesgueovsky meratelnd
prdve vtedy, ked (Ve > 0) (3G D E) (G otvorend) (m*(G\ E) < ¢€)
Lebesgueovu mieru potom znacdime m(E) = m*(E).

Piiklad. Uvazujme E = [0,1]?> N Q2. Akd je Lebesqueova miera E?

E moézeme zapisal ako mnoZinu spocetne vela bodov: E = {q1,qa,...}. KaZdy z nich
pokryjeme otvorenym intervalom B; = (¢} —e;,q} + ;) x (¢ — €i,¢? +€i), pricom
€ volime tak, aby

oo B ) B c
;|Bl| <e (napr. |Bi| = (2¢;)° := T 1,>

Mnozina E teda sice nie je Jordanovsky meratelnd, avsak je Lebesgueovsky mera-
telnd a jej miera je m(E) = 0.

7.4 Dalsie hadanky

1. Najdite N2, E;, resp. Jio, E; t.z. nie su Jordanovsky meratelné ani vtedy,
ked VE; je Jordanovsky meratelnd a | J;-, E; je obmedzena.

2. Ukéite, ze 3f, : [a,b] = R t.z. (fn € Rla,b]) (fn — f (bodovo)) (f ¢ Rla,b]).
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8 Vnéjsi a Lebesgueova mira (19.4.2012)
Zapsal(i): Katerina Bokovd € Jana Rapavd

8.1 Reseni hadanek:

Piiklad. Ei, Es, - - Jordanovsky méritelné mnoziny = \J,— | En,( ey En nemusi
byt Jordanovsky méritelné mnoziny?

Reseni. sjednocent: |E;| = 1

QN [0,1] neni Jordanovsky meéfitelné, ale d4 se napsat jako sjednoceni spocetné
mnoho jednobodovych mnozin.

Priklad. f1. fa,-- € R([0,1]) funkce a f = lim, o fo, f & R((0,1])

Regend. Charakteristickd funkce:

B . 1 zeUE,

Vyrobime funkei f pro QN [0, 1], je tato funkce Riemanovsky integrovatelna?
racionalni cisla

1

0 1

Bez ohledu na jemnost déleni je na kazdém intervalu supremum funkce rovno 1 a
infimum rovno 0.

VD :S(f,D)=1As(f,D)=0

Posloupnost funkei konvergujicich k f je {f; = XUi_, g, 1> fi € R([0,1])

8.2 Vneéjsi mira
Definice 8.1. m*(E) = infBl,Bg,---bowy,U B,DE Z |Bn|
Véta 8.2. m* md ndsledugici tri vlastnosti:

1. m*(@)=0
2. ECF = m*(E)Cm*(F)
8. m*(Usl, En) <3 m*(Ey,)

Dukaz. 1. trividlni (obdelnik se libovolné zmensuje)
2. kazdé pokryti F' je zaroven pokrytim E:
() UBn2F=UB,2F
b) V(Bi, Ba,---) infimum pro m*(F) se uvazuje pro m*(E)
¢c) SCTCR=infS>infT
d) §={>[Bnl:UBn2F}
T = {Z|Bn| : UBn 2 E}
3. najdeme pokryt{ By, Ba, - velikosti Y >, m*(E,)
trik - stacl: (Ve > 0)m*(Useq En) < Yooy m*(Ey) + €
zkusime najit (B,)5° : UBn 2 EAY. |By| < Y ooy m*(Ey)

~ —~
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T

/|

Bi1,B2,1,B1,2, - (B2,n)T° (B3,n)T° (Ba,n)T°
UBi; 2 Ey
> |Bii| <m*(Ey) + 5 (existuje z definice m*)
et | Bl < k) + 3%
2 n=1 |Br.il < m*(Ey) + 3
{Bn} ={Bn} (v libovolnim pofadi)
Yo 1Bnl = >k >0, |Bion| (muzem piehodit sumy, protoze vsechny ¢leny jsou
kladny)
<> m*(Eg)+e

O

(Bez dukazu.) Z 3 a 1 plyne koneénd varianta 3.

Véta 8.3. (Lemma) m*(E U F) = m*(E) + m*(F), pokud infecp fer da(e, f) =
dist(E,F) > 0
(- ENF=0)

Diukaz. < plyne z predchoziho tvrzeni
Chceme: m*(E) +m*(F) <m*(EUF)

7 ~

B InJ — T
/B s F

Co by se stalo, kdyby jedna mnozina pokryvala E i F soucasne?

€> OvBl7B27"’

UB.2EUFAY B, <m*(EUF)+¢

I={n:B,NE#0}

J={n:B,NF # 0}

Uner Bn 2 E,m*(E) < 3¢ [Bal

UneJ Bn 2 Fa m*(F) S ZneJ ‘Bn|

Kdyby I NJ =0, pak m*(E) + m*(F) < ) |Bn| < m*(E,F) +¢

Co kdyz InJ # 0?7

Muzu pozadovat, aby (Vn)diam(B,,) < t, kde t € RT (¢leny pokryti, které nevyho-

vujf, muzu rozsekat na kusy tak, aby podminku spliiovali)

SN T VF
NP NP,

I J
Necht t = w (tuto podminku pfiddm na zacdtek dikazu)

40
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dist(E, F) < d(e, f) < diam(B,) <t O
Piiklad. Disjunkiné mnoziny s nulovou vzddlenosti:

1. E=[0,1]F=(1,2)
2. mmnoziny mohou bijt i uzaviené
1

N

_1
x

3. dist([0;0,99],[1,01;2]) > 0 = zkusime z vnitrku aproximovat kompaktni mnoZinou.

Véta 8.4. A, B kompaktni, AN B = (. Pak dist(A, B) > 0.
A B

d>0

N

kompaktni

Dukaz. f:A— R, f(x) = dist(z, B)

f je spojitd = m& minimum a ¢ B

9: B — R, g(y) = dist(a,y)

g je spojitd = mé minimum b ¢ A O

8.3 Lebesgueova mira

Definice. (z minula) E C R? je Lebesgueovsky méritelnd prdvé tehdy, kdyz (Ve > 0)
(3 oteviena U(e) D F) :m*(U\ E) <e

(& (Ve > 0) IF C E (F uzaviend) takovd, Ze m*(E\ F) < ¢)

Pro Lebesgueovsky méritelné mnoziny plati m(E) = m*(E)

Véta 8.5. Necht Ei,E,,--- jsou Lebesqueovsky meéritelné a po dvou disjunktns.

Dikaz. <OK
Pro > postupuji podobné jako v Lemma:

e kdyz je vzdalenost nulova, aplikuju Lemma
e pokud neni, rozsekdm a vSimnu si, ze F, jsou méfitelné

e E i F trosku zmensim, dokdzu nimi pokryt puvodnou mnozinu az na ¢, a
protoze jsou ted kompaktni a disjunktni, maji nenulovou vzdalenost
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Priklad. (Priklady Lebesqueovsky méritelngch mnozin)
o Vsechny oteviené mnoZiny jsou Lebesqueovsky méritelné. (z definice)

o Viechny uzaviené mnoZiny jsou Lebesqueovsky méritelné. (z definice a prechodem
k doplriku)

o Viechny mnoziny, pro které plati m*(E) = 0, jsou Lebesqueovsky méritelné.
Definice 8.6. o — algebra je systém mmnozin S, pro ktery plati:

e eSS

e AcS=A€S

o A Ay ---€S=JA,€5,NAL €S
Véta 8.7. Lebesgueovsky meritelné mnoZiny tvori o — algebru:

e () je Lebesqueovsky méritelnd.

e E je Lebesgueovsky méritelnd = R?\ E je Lebesqueovsky méritelnd. (z toho
plyne ekvivalence definic)

o FE\,Ey,--- Lebesqueovsky méritelné = J,, En,(),, En jsou Lebesgueovsky méritelné.
Pokud priddme prunik, sjednoceni a doplnék, dostaneme Booleovu algebru.

Definice 8.8. Systém otevienych mnozin, ktery je o — algebrou, se nazyva bore-
lovské mnoziny.

Véta 8.9. Lebesgueovsky méritelné mnozZiny tvori prdvé borelovské mnoZiny a nu-
lové mnoziny.
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9 Lebesgueuv integral (3.5.2012)
Zapsal(i): Karel Krdl €8 Tomds ,, Palec® Malecek

9.1 Opakovani vlastnosti Lebesgueovy miry

e Lebesgueova mira mnoziny F je znacena m(E) a je definovéna, pokud je E
Lebesgueovsky méfitelnd. Mnozina je Lebesgueovsky méfitelnd podle definice
pravé tehdy, kdyz se da obalit do jiné oteviené mnoziny G, tedy 3G : E C G
a G je oteviend a Ve : m(E \ G) < e (spocetné sjednoceni kvadri).

e m(EUF)=m(E)+m(F)kde ENF =
e m(P)=0

o m(UR L E;) = > .2, m(E;), pokud Vi # j : E; N E; = 0. Mira spocetného
sjednoceni je soucet mér.

e m(E + x) = m(FE) mira mnoziny posunuté o vektor x € R? se nezméni.
e m(TE) = |det(T)|m(E) kde T je linedrn{ zobrazeni T : R¢ — R<.

e Vsechny oteviené i vSechny uzaviené mnoziny jsou Lebesgueovsky méfitelné.

9.2 Integrovani za pomoci miry

Nyni vyuzijeme Lebesgueovu miru, abychom definovali Lebesgueuv integral, ktery
bude v jistém smyslu obecnéjsi nez integral Riemannuv.

e Funkce 1g(x) je charakteristickd funkce méfitelné mnoziny E. Tedy 1g(x) je
rovna jedné pro z € E a nule jinak.

Pak definujeme [;, 1gdm = m(E).

e Funkci f =31, ¢;1p, se fikd jednoduchd, pokud jsou E; méFitelné ne nutné
disjunktni mnoziny a ¢; € R. Pak [o, f = Y7, ¢;m(E;). Pro nedisjunktni
mnoziny F; si muZzeme predstavit, ze je napied rozdélime na kone¢né mnoho
disjunktnich mnozin.

e Funkci f nazveme funkce{ méfitelnou kdyz VA € R mnozina {z|f(x) < A} je
méfitelnd mnozina.
Integral z méfitelné funkce f > 0 je [ fdm = sup{[p. gdm|g jednoduchd
funkce &0 < g < f}.

Priklad. f(z) = 15 pro x € QN [0,1], f(z) = 17 pro z ¢ Q,z € [0,1] a
f(x) = 0 jinak. Integrdl této funkce [g f(x)dm(x) = 17.

e [ je méfitelnd. Nazvéme fT := max{0, f}, f~ := max{0, — f}. Pak integrél f
jedan [p. f=[ft—[f".

Podivejme se nyni na vlastnosti pravé definovaného integralu. Ma vsechny vlast-
nosti, na které jsme byli zvykli u Riemannova integrdlu. [f+g = [f+ [g,
Jef =c [ f proc € R a pokud obé strany existuji.

Integral je invariantni k posunuti [ f(z + ¢) = [ f(x), coz plyne z invariantnosti
miry vuéi posunuti.

Obecnéji pak [ f(Tz) = m [ f(z), kde T : R — R? je linedrn{ zobrazenmi.
Jesté obecnéji pak [ f(p(x)) - Jy(x)dm = [ f(z) kde J,(z) je Jakobidn, tedy abso-

det (f’%‘)ij‘. Kde

lutni hodnota determinantu matice parcialnich derivaci J,(x) = o
J

¢ : R - R? a jsou splnény néjaké predpoklady.
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Pokud f je Riemannovsky integrovatelnd, f(x) = 0 mimo [a, b] pak se oba integraly
rovnaji [, f(z)dm(x) = (R) f; f(z)de.

9.3 Zobecnéni integralu

Pokusme se nyni zobecnit definié¢ni obory funkci, které umime zintegrovat.
Definujme méfitelny prostor jako trojici (X,B,m) kde X je mnozina bodu. B je
o-algebra vSech méfitelnych mnozin. Pro o-algebru mus{ platit B C P(X), 0 € B,
AeB— X\Ae€B, (A)neny € B = UpenA, € B. m je mira, tedy m() = 0,
m(U2 E;) = Yoo, m(E;). Dalsi vlastnosti, které platili pro Lebesgueovu miru
nemusi platit, nebot nemusime mit na X definovany posun.

Piiklad. Trividing mira B = {0, X }.

Piiklad. B = 2X = P(X) nemusi evistovat, jak jsme si uZ ukdzali na prikladu
X = R. Pro spocetnd X lze tuto miru dobie definovat. p : X — [0,00] m(E) =
> wep P(x) se nazgvd diskrétni o-algebra.

Priklad. Pokud B jsou Lebesgueovsky méritelné mnoZiny dostdvdme Lebesqueovu
miry.

Miuzeme si vSimnout, ze predchozi definice integralu funguje i na méfitelnych pro-
storech.

Véta 9.1. Markovova nerovnost
Necht f: X — [0,1] je méFitelnd funkce z méritelného prostoru X. Necht X € (0, 00)
a E={xeX: f(x)>A}. Pakm(E) < 3 [y f(z)dm(z).

Diikaz. Ovéime jednotlivé podminky potiebné aby integral byl dobie definovan.
e F je méritelnd mnozina. Z definice méfitelné funkce f vyplyvé, ze doplnék E
je méfitelnd mnozina. Z definice miry pak vyplyva, ze E je métitelnd.
e 0<g=M\I1g < fprotoZe f jenezdporna na F (prox € E plat{ f(z) > X > 0).
Integral je dobfe definovany [ f = sup{ fRd gdm : g jednoduchd funkee &0 < g < f}

mezi takové patif i nase g. Tedy plati [ f > [L.g=X-m(E).
O

Jaké vlastnosti ma takovyto integral?

e lim [ f, = [lim f, pokud 0 < fi < fo < ..., f, je monotonni konvergence a
zaroven dominovand konvergence, tedy dg > 0 takové ze f g < 0o a zaroven
Vn o | fn| < g skoro vsude.

Kde skoro vsude znamend ze néjaka vlastnost P(x) prvku z € X plat{ m-skoro
vsude pokud mnozina vyjimek md miru 0 tedy m({z € X : =P(z)}) = 0.

e Plati také Fubiniho véta f : X x Y — R pak [, f(z,y) = [y [y f(2,y) =
Iy [x f(z,y). Pokud je f méFitelna.

Miru na X a Y mame, pak mira na X x Y se definuje jako sou¢in mér.

Umime tedy integrovat funkce na skoro libovolné mnoziné. K ¢emu nam to je dobré?
Da se takto vybudovat napiiklad teorie pravdépodobnosti.
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9.4 Teorie pravdépodobnosti

Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F, P). Kde Q je mnoZina ele-
mentdrnich jevii (napiiklad moznijch éisel po hodu kostkou). F C 29 je mnoZina jevi
které rozlisujeme (padlo sudé nebo liché &islo), navic je to o-algebra. Pravdépodobnost
P:F —0,1], pricemz P(Q) = 1.

Piiklad. X = [0,1] spolu s Lebesgueovou mirou ddvd pravdépodobnost, Ze ndhodny
bod padne do ndmi zvolené méritelné mnoziny.

Priklad. X =R? a f: X — R, pak P[E] = [, fdm = [ f - 1pgdm(z). Funkci f
nazyvdme hustotou pravdépodobnosti.

Misto ,,skoro vsude“ se v teorii pravdépodobnosti fika ,skoro jisté“.

Definice. Necht X : Q — R je méfitelnd funkce, pak ji nazveme ndhodnou velicinou.
Stredni hodnotou ndhodné veliciny X pak rozumime EX = fQ fw)dP(w). Kdyz je
X >0 pak EX = [ P[X > MdA\, coz se dokdze za pomoci Fubiniho véty.

K zamysleni: Dikaz predchozi véty.

K zamysleni: Jde definovat translaéné invariantn{ ndhodné celé (redlné) ¢islo?

Tedy takové Ze kdyz mmnozinu posunu pravdépodobnost jejiho vybrani zustane
stejna?

Véta 9.2. Markovova nerovnost v teorii pravdépodobnosti X : Q0 — [0, oo] ndhodnd
veli¢ina. Pak P[X > \] < %EX.
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10 Funkciondlni analyza — tivod (10.5.2012)
Zapsal(i): Vojta Tuma € Tomds Jakl

10.1 Uvod a pocatecni definice

Vhodny ucebni zdroj — J. Lukes, Zdpisky z funkciondlni analyzy, Karolinum, ISBN
80-7184-597-3.

Funkciondln{ analyza je do jisté miry kombinac{ linedrni algebry (vektory, primky,
linearita, bdze, ...) a matematické analyzy (spojitost, limity, aproximace, ... ).

Definice. Vektorovy prostor (zkrdcené VP) je (V,+,,0), kde

e V je mnoZina,

e + je bindrni operace nad V,

e )\ je zobrazeni V.— V psané jako v — Mv, definované pro kazdé X\ € R (nebo
C, pripadné i jiného télesa),

e 0 je nulovd konstanta.

Ddle, zobrazeni L: V — W je linearni, pokud

e L(0)=0,
o Llu+v)=L(w)+L(v),
e L(Au) = AL(u).

Prvky V mohou byt napf. derivace, zobrazeni B, : f — f:rﬂf - sin(nzx)dz (tj.
Fourieruv koeficient), ¢i dalsi linedrni zobrazeni.

Definice. Normovany linedrni prostor (zkrdcené NLP) je VP s normou, tj. funkci
I: V= RS, ze

o Aol =I[Alllvll,
e |v|=0 <= v=0,
o Ju+ol <Jull + ol

Norma snadno uréuje metriku, pomoct p(u,v) = ||lu — v||.

Definice. Posloupnost (zn)nen je cauchyovska, pokud Ve > 0 Ik, Ze Vk,l > ko je
Hl‘k — l‘lH <E€.

Definice. Banachuv prostor je NLP ktery je vici metrice dané normou uplny (tj.
kazdd cauchyovskd posloupnost md limitu,).

Véta 10.1. Norma je spojitd funkce.

Diikaz.  Chceme ovérit, zda Ve € V Ve > 035 >0, zeVy € Vije [z —y| < § =
llz|l = llyll| < e. K tomu sta¢i nahlédnout, ze |||z]| — |ly||| < ||z — y||. Pozadovanou
nerovnost dostaneme z tfeti podminky na normu:

Izl =z =) + o)l <llz =yl +llyll <= [zl =yl < llz =yl
O

Fakt. Bud'te ||.||a, [|-]lp normy na R™, pak jsou ekvivalentni — tj. 3c1, co takové, ze
Yo € R™ je c1||v|la < ||vlls < e2]|v]|a- To specidlné znamend, ze viechny odvozené
pojmy jako konvergence, limita, etc. nezavisi na metrice.

Véta 10.2. R" je Banachuv prostor.
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Diikaz.  Uzijeme normu ||.|[oo, tj. [[(v1,...,vn)|| = max;eqq,. ny|vi]- Bud (zn)nen
cauchyovskd posloupnost z R™. Pokud Vk,l > kg je ||zr — z1]| 0o < €, tak i pro kazdé

i=1,...,nje |zl — 2l <&, tj. jednotlivé (z!),er jsou cauchyovské posloupnosti v
R. Protoze R je tiplny, tak jednotlivé limity existuji. Pro kazdé ¢ = 1,...,n oznatme
I* limitu posloupnosti (x%),er. Pak [ = (I1,...,1") je limitou (2,)nen- O

Diisledek. Bud V NLP a U € V (tj. U je podprostor V) s dimU < oo. Pak U je
uzaviena.

Diikaz.  Uvédomme si, ze U je isomorfni s R” (diky koneéné dimensi U a ekvivalenci
norem), a tedy U je Uplny (protoze R™ je).

Ukézeme, ze je i uzavieny. Libovolna posloupnost v U, kterd mé limitu ve V je
cauchyovska ve V. Ale protoze je cauchyovska i v U, limita je proto opét v U a tedy
U je uzavieny. O

10.2 Tlustrativni priklady prostori

1. 2 =(R"|.|lp), kde norma |.||, je definovéna piedpisem

1/p

Ior,on)l = > ol

ie{l,...,n}

2. 1P = (R*,||.lp), tj. prostor viech posloupnosti a = (an)nen z R takovych, ze
llall, < oo. Napi. (1,1,1,...) neni v 1%, (1,1/2,1/3,...) je v [? ale nen{ v I'.

Snadno je [F € [P — soufadnice vétsi nez n nastavime na nulu, a l; € l; <=
i < j. Déle, I? je Banachuv prostor (dukaz snad pozdéji).

Ukazme tieba, Ze [P je uzavieno na s¢itdni — bud'te a = (an)nen 2 b = (by)nen
posloupnosti takové, ze ||al|,, ||bll, < oo (tedy prvky IP), pak z trojihelnikové
nerovnosti ||(an + bn)nenllp < llallp + ||bll, < o0 a tedy i (a +b) je v IP.

3. Prostory
¢ ={(an)nen : an € R, lim a, existuje}
n— oo

co = {(an)nen : a, €R, lim a, =0}
n—oo

Pozorovani — ¢ je podprostorem c a také [P je podprostor cg, protoze sumy s
koneénym souc¢tem musi mit ¢leny jdouci k nule.

Prostor ¢ je Banachuv — je-li posloupnost posloupnosti cauchyovska, tak je i
posloupnost prvka v kazdé souradnici cauchyovska a tedy posloupnost limit
je limitou celé posloupnosti posloupnosti.

Podivejme se na zobrazeni L: ¢ — R dané predpisem (ay) +— lim, oo ay.
Takové zobrazeni je spojité, a tedy z co = L~1(0) mame Ze ¢y je uzavieny, a
tedy i uplny.

4. Bud C([0,1]) prostor spojitych funkei nad [0,1] (obecnéji C'(K) nad kom-
paktnim prostorem K) se supremovou normou (z kompaktnosti totozné s ma-
ximovou).

Tento prostor je Banachuv (norma definuje stejnomérnou konvergenci, tedy
konvergence spojitych funkei vede ke spojité funkci).
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5. Uvazme C([0,1]), ale s integralni normou. Tento prostor nenf tiplny. Bud

0 x<%
fl@)=<1 x>1.

1 _1

2 T=3

Funkce f, z nésledujictho obrdzku konverguji k f bodové, v normé ||.||; a v
integraln{ normé ([|f — f.| — 0), ale nekonverguji k f stejnomérné nebo v
supremové normé (|| fn — fllsup = 3)-

S

NI

N =
=N
NI
=R

Obrazek 3: Funkce f,

6. LP(X,p) ={f: X > R; |f]l, < oo}, kde || ||, = (f|[?du)"". Trojiihelnikové
nerovnost, vlastnosti vektorového prostoru etc. splnény jsou, ale neni pravda
ze by ||f]| = 0 implikovalo f = 0 (funkce nenulové na mnoziné miry nula majf
normu nula) — jedna se tedy o seminormu.

Prostor LP (X, u) = LP(X, p)/~ = {[f]~ : f € LP(X, 1)} uz je normovany VP,
pro ~ ekvivalenci definovanou vztahem f ~ g <= ||f —g| =0. LP(X, p) je
dokonce uplny prostor.

Definice. Zobrazeni L je omezené (popfr. spojité), pokud
JK eRf Yo eV |v] <1=|L(v)| < K.

Tlustrativné, obraz jednotkové koule kolem v je podmnoZinou néjaké K-koule. Nejmensi
takové K je norma zobrazeni L a znaci se || L]|.

10.2.1 Priiklady spojitych zobrazeni

1. C(0,1]) = R, f— f(1/2).
2. ' >R, (ay) — a1 + as + az.

Oveérte, jestli jsou to spojita zobrazeni, pripadné kolik je jejich norma.

36



11 Funkciondlni analyza (17. 5. 2012)
Zapsali: Adam Juraszek € Jan Bilek

Definice. Banachiv prostor je vektorovy prostor s definovanou normou, ktery je
zdroven uplnj.

Piiklad. R™, 7,17, C[0;1], LP[0; 1]

1'n?

11.1 Linearni zobrazeni

Definice 11.1. XY jsou Banachovy prostory, pak zobrazeni L: X — Y je linedrni
zobrazeni prdvé tehdy, kdyz:

1. L(0)=0
2. L(A\x) = AL(x)
3. L(x+y)=L(x)+ L(y)

Definice 11.2. Linedrni zobrazeni L: X — Y je omezené, kdyz spliuje podminku:
FCeR)(Vz e X)|z]| <1 = [IL(z)[| <C
Definice 11.3. Minimdlni (infimum) takové C' nazveme ||L||.

Véta 11.4. L: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

1. L je omezené
2. L je spojité zobrazeni
8. L je spojité v 0

Diikaz.  (ndstin dukazu)
2 = 3. Trivialni, 3 je speciadlnim pfipadem 2.
3 = 2. Spojitost vz € X:
(Ve > 0)(30 > 0)(Vy)|lz —yl| <6 = ||L(z) — L(y)|| <e
—_——— —_——
[(z—y)—0ll<s Il L(z—y)—L(O)]|
1 = 3. Chceme spojitost v 0:

(Ve > 0)(36 > 0)(Va)||z|| <6 = ||L(z)|| <e
_ P T = L =
t=llall,a’ = T’ = 5 - ol = 1

L(z)=t- L(%) —t-L(z')

IL@) | =t- L) <C-t<C-d

Stacf pouzit 6 = &, viz Obrézek 1.

L:R—R

Piiklad. (Obrdzek 2)
A je matice zobrazeni L: R™ — R" a A je symetrickd, pak

C = max {l)\maa:la |/\mzn|}
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Obréazek 4: Volba §.

Obrézek 5: Symetrickd matice zobrazeni A a vlastni vektory.

Obréazek 6: Lineirn{ zobrazeni koule.

Priklad. (Obrdzek 3)
Linedrni zobrazeni L: X — Y :

L(B(0;1)) € B(0; || L]])



Pozorovani.
IL]| = sup {[[L(z)|: = € X, [[z|| <1}

Priklad. (zadany minule)

L) R = £ (5) Dl =2

Reseni. podle predchoziho pozorovani:

ILl| = sup ¢ [LHI: [Ifll <1

LI supeon|f(2)]=1

Obrazek 7: Obrézek funkef na [0;1] x [—1;1].

Pozndmka. Lépe by mélo byt zaddni formulované jako L: (C[0;1],].. |lsup) —

(R, {[--1D

Pozndmka. Uvazujme zobrazeni z predchoziho prikladu matici A1y qim(co:1)); Je-
likoz dimenze je nekonecénd, neddvd tento zdpis smysl.

L) =t (%) = [ san

1 1eFE
a musi platit uE:{O %;E

11.1.1 Funkcional

Necht X je Banachtv prostor, pak spojité linedrni zobrazeni X — R se nazyva
funkciondl. Mnoznina funkciondlu se znaci X*.
LMe X* = L+ M € X* je skoro vidét, ze soucet je linearni.

39



Diikaz.  (ndstin dukazu)

L+ M= sup [L(z) + M(z)| < sup ([L{z)|+[M(z)])

llzll< llzll<1

< llSlulgllL( )| + Sue [M ()| < |IL]| + [[M]]

—> L+ M je spojita

O
Funguje nasobeni konstantou, to je vidét.
Platii L € X*,L #0 = ||L| # 0?
Dikaz.  (nastin dukazu)
(Fz € X) (x) #0
' = H T Al =1
L(z') #0 = ||L(z")]| #0
——
<IZ|
O
X* je linedrni prostor s normou. X* je uplny = Banachuv prostor
11.1.2 Vldastnosti X*
L X=R|...l) =01 = X*=1I2
reX&LeX* = Lz ZL )
2. C[0,1]* jsou miry
3. Veta 1.9 (Frechet-Riesz), ale nejdiive par definic:
Definice 11.6. Skaldrni souc¢in X x X — R je bilinedrni zobrazeni.
wnaceni: v,y -y = (v,y) = (v,y) = 27y
o (x+y,2)=(z2)+(y,2)
* (z,y)=(y,2)
o (Az,y) = A=,y)
o (z,2)>0
o (z,2)=0=z=0
Véta 11.7. (z,y) je spojité v obou slozkdch.
Diikaz.  (ndstin dukazu)
21 =22l <6 = [(z1,9) = (w2,9)]|  <e
=[l(z1—z2,9) | <llwr—z2 |-yl
-
llyll
O

Definice 11.8. Hilbertiv prostor je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem,
ktery indukuje normu.

[zl = /(z, )
Véta 11.9 (Frechet-Riesz). X je Hilbertiuv prostor, pak X* = X.
Dikaz. (néstin dukazu) X* D X je vidét. O
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11.1.3 Zajimavost — odbocka

Matice (amn), m,n € Z, Gmn € R.

_ am—-1nt0at1,ntamn—1+am nt1
(Vm,n)am.n = 1

1|e
012 |x
1

Obrazek 8: Na tomto obrazku neni splnéna podminka kvuli nule. Jeji okoli je totiz
kladné, takze prumér aritmeticky prumér sousednich poli neni 0.

Kdyz trochu zobecnime situaci z Obrazku 5, vSimneme si, Ze minimum z CGisel v
tabulce nemuze sousedit s vyssimi ¢isly (zde sousedi 0 a 1), jinak se podminka
porusi. Shrnuje to nésledujici véta.

Véta 11.10. (Ym,n)amn, > 0 = ay,, = konst
(Bez dukazu.)

11.1.4 Hilbertovy prostory

Véta 11.11. H Hilbertiuv prostor, M uzavieny podprostor H
(Ve ¢ M)(3lzg € M): ||z — o] = dist(z, M) := inf {|jz — 2'||,2" € M}

Dukaz. 1) xp je jednozna¢né

Sporem:

Necht existuje dals{ takové zp, pojmenujeme ho z(. Zvolime vektory a,b, ze a =
x—x9ab=1x—x) A ddle plati (Vzy € M): ||z — z2|| > |la|| = ||b]|- Zvolme x5 tak,
aby ¢ = %H’.

Uvazujme (a + b)? + (@ — b)? = 2a® + 2b? v redlnych &islech; plati obdobné:
(a+b,a+b)+ (a—ba—0b)=2(a,a)+2(b,d)
la + 01 + lla = bl|* = 2al|* + 26>
specidlné prol|al| = ||b] = = 4]|a||?

Tedy:
2llal)? < lla + b1 + lla = bl* = 2]lall* + 2[|b]* = 4/|a]®

= lla—b|=0 = a=b = 9 =ux

2) xg existuje
plyne z uplnosti O

K zamysleni: Véticka neplati v obecném Banachové prostoru; najdéte priklad
(jde v R™)
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12 Pokracovani — Hilbertovy prostory (24.5.2012)
Zapsal: Karel Tesar & Jan Vobornik

Ukézka (ne)jednoznaénosti.

Véta 12.1. Bud M € H Hilbertiw prostor, potomx € H = lazge M |z —
xol|| = dist(z, M).
(Bez dukazu.)

Piiklad 12.2. Protipriklad pro H bez s.s.:

VR? s ||_||oe maji vsechny body na secce [[—1,0], [1,0]] vzddlenost 1 od bodu [0,1].
Definice 12.3. Ortonormdlni bdze je maximdlni ortonormdlni soustava.

Piiklad 12.4. Pro R™ mdme ortonormdlni bdzi B = {e1,ea,...,en}.

Piiklad 12.5. B = {csinnz,ccosnz |n € N} je ortonormdini bdze v L?|—m, 7).
(c € R je vhodnd konstanta)

Dukaz.  (ndstin dukazu) a, = (f,cosnz) a b, = (f,sinnz) (podobné jako ve
Fourierovych fadach). O

Definice. Linedrni obal:lin B = (B) :={}."_, ¢;ib; |[neN, ¢ eR,b € B}
Jeho rozsireni: lin B =1in B := {>_~, ¢;b; |¢; € R,b; € B}

Véta 12.6. Necht H je Hilbertiw prostor a B C H ortonormdini soustava, ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni:

1. B je baze

xreH & VvbeB zlb = 2=0
linB=H

l2)1? = Ypepl(z, b)?

z =3 peplr;b) b

(@,y) = > pepl@;b) - (y,b)

Diikaz.  (nastin dikazu) 1< 2 je ziejmé

-3 = —2: Oznaéme M = lin B a necht M # H, tedy M C H. Kdyby existovalo
{H\{0}} >z L M, potom ((z,2) =0 Vz € M) a jsme hotovi. Necht tedy existuje
{H\{0}} >n L M, potom Im € M, (n,m) # 0. Ptejdéme k novému n operaci
n — n+Im kde [ volime tak, aby (n+Im, m) = 0. Tento krok provedeme pro kazdé
m € B, diky vlastnostem HP bude po nasem postupu n ruzné od 0 a kolmé na B.
(zbytek bez dukazu) O

S & o

Véta 12.7 (Geometrickda Hahn-Banachova véta). Bud E normovany linedrni pro-
stor (nlp), A,B C E disjunktni konvexni. Potom A,B lze oddélit nadrovinou,
tedy eristuje 3f € E*, [ : E — R linedrni spojitd t.2. Vx € A f(z) > a a
Ve € B f(x) < a za predpokladu

1. A, B jsou oteviené
2. A je uzaviend a B kompakini

Piiklad. V HP maji linedrni spojité funkce tvar f(z) = (x,v)

)
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Chceme umét néjak obecné poznavat ,rohy“ mnozin, véetné téch ,zakulacenych*.
To néas privadi na nasledujici definici:

Definice. Bud A C X, A konvexni. v € A je extremdini bod A (z € ext A), pokud
Ba,b € A x € (a,b). Kde (a,b) = {ta+ (1 —t)b | t € (0,1)} je oteviend
usecka.

Definice 12.8. Konvexni obal mnoziny M jeconv M = {31 Aim;, X, > 0,2 A=
1, n<oo}.
Podobné conv M = {300, imi, A > 0,3 A =1}

Piiklad. A = B)_|,(0,1) = ext A = {x : |[z[|2 = 1} — kruZnice; md roh vsude
Piiklad. A= B)__(0,1) = ext A = {(—1,-1),(=1,1),(1,-1),(1,1)} — ctverec

Véta 12.9 (Krein-Milmanova véta). Bud A C X, A konvexni, kompaktni a X nlp
(Ize oslabit). Potom ext A # 0 a A = tonvext A.

Dikaz. ADextA Akogexni A Dconvext A Auzgfené A D convext A.

»,C“ sporem: A D tonvextA =: B = Jx € A\ B Protoze {z} je kompaktni a
B uzaviend, muzeme pouzit Hahn-Banachovu vétu (12.7), podle které 3f spojité,
linedrn{ funkce a Ja  f(z) > o > f(B), ale protoze ext A C convext A = B,
dostavame spor s vétou: Spojitd funkce na konvexni mnoziné A nabyvd minima a
maxima na ext A. O

Piiklad 12.10. Bud f:7?> - R, f >0,

Vm,n  f(m,n) = f(m+1,n)+f(m—l,n)zf(m,n—kl)—f—f(mm—l).

Potom f je konstantni.

Dikaz. Definujme A = {f, splauji predpoklady}, A je uzaviend na soucty a
nasobky, jde tedy o konvexni kuzel. Vezméme f € ext A a definujme T'f ... po-
sun f o 1 vpravo (T f(m,n) = f(m —1,n)) a Sf... posun f o 1 nahoru. Ziejmé
Tf,T71f,Sf,S"'f € A Déle f = Tf+T71fZSf+Silf, f je tedy konvexni kom-
binace funkci z A a nutné T'f = Sf = f, proto také f je konstantni. Diky Krein-
Milmanové vété (12.9) je kazdd funkce A linedrni kombinaci konstantnich funkei, a
tedy také konstantni. O

43



