1. zkouskova pisemka MA — 18.1.2011 — feSeni

(Bodovéni je orienta¢ni, muze byt upraveno podle ivahy opravovatel.)

1. (10 bodu)  Polozme a, = arctg ;2 (111(6(”3) - 2)) . Posloupnost (a,) lze prepsat
takto

arctg _H_Qn2 n® + In(1 — 2e™"") * opse
ay, = :
2 n? 1+ n?2

14+n?

Odtud je zifejmé lim,,_..(—1)"a,=0 pro o < %, posloupnost je omezena a limita neexistuje
pro a = %, posloupnost je neomezena a limita neexistuje pro o > %

Body: 3 za prepis arctg, 3 za prepis logaritmu a 4 za zavérecnou diskusi.

Komentar: Mnozi pouzili I’'Hospitalovo pravidlo, ¢imz si ptidélali dost prace, a nékteii i
chyb. Lepsi bylo pomoci I’'Hospitala odvodit tieba pravidlo lim,_ arc;gx =1, a pak do néj
substituovat.

2. (10 bodu)  Na zakladé Leibnizovy véty usoudime, ze rada je konvergentni.
Potiebujeme k tomu ovérit, ze a,, = nlogn + % + 17 je rostouci posloupnost pro

dostatecné velka n. To ovérime podle definice:
api1 — @y >logn —2/n >0

coz plati pro n > 3. (2 body za pouziti Leibn. véty, 2 body za ovéfeni monotonie)
Absolutni konvergenci vySetiime limitnim srovnavacim kritériem, srovnanim s fadou

> nl;gn (o které vime, ze diverguje). (2 body za spravné krit., 1 bod za limitu, 1 bod za
znalost, prip. ovéreni, ze diverguje)

Zavér: Rada konverguje, aviak ne absolutné. (2 body za vysledek)

Komentai: priklad nepodl piilis dobie. V ¢ésti o abs. konvergenci nékteri méli za to, ze
fada ) nl;gn je konvergentni (¢imz pak mylné usoudili, Ze neni tfeba vysetiovat

neabsolutni konvergenci). Pii pouziti Leibnizovy véty je tfeba ovérovat predpoklady:
konvergenci k nule a monotonii!

3. (10 bodu)  Pro |z] > 1 je jisté f'(x) = 0. (.5 bodu) Pro |z| < 1 zderivujeme podle
pravidel na (3 body)

- —2x
¢ (1—a2)2’

Zbyva vysetiit derivaci v bodech £1. Funkce f je zde spojita (VoLSF) (1b za tvrzeni, 1b za
zduvodnéni), pouzijeme tedy vétu o jednostranné derivaci. (1b za jeji znéni) Dvé z nich
jsou jednoduché f’(—1) = f1.(1) = 0, nebot na piislusnou stranu od podezielého bodu je
funkce konst. nula. (.5 bodu) Zbylé dva piipady vyfesime pomoci VoLSF. Subst.

y =1/(1 — 2?), prevedenim na pifpad limy?e~y = 0 (bud znamé, nebo 2x1'Hospital).
Zaveér: i v x = £1 existuje oboustranna derivace a je f'(1) = f'(—1) = 0. (3 body)
Komentai: Mnozi neovérovali predpoklad pro vypocet jednostranné derivace jako limity
derivaci — spojitost funkce v daném bodé (zleva, resp. zprava). Objevovaly se i chyby v
mechanickém derivovani — zapomenuta znaménka, obcas i chybéjici derivace vnitini funkce.




P1i vypoctu limity se spiSe nez substituce (jako napt. vyse uvedend) aplikovala metoda
vesteni z kiistalové koule. (Nic proti této metodé :-), ale §patné se ovéruje, jestli vase
kiistalova koule funguje spolehlivé . .. )

4. (20 bodu)
f(z) =sinx + | cos z|

1/2 b.Defini¢éni obor - R

1/2 b.Periodicita - 27 periodickd, staci prabéh na [, 27]
1 b.Limity- neexistuji, f nekonstantni, periodicka
3b.Derivace - f'(z) = —sinw + cosx na (5, %), f'(x) = sinx 4 cosz na (3, 5 ),
fUZ) =L G =-1 (3 =1 f(F)=-1

3 b.Monotonie rostouci na [, Z], [%, 2], klesajici na [Z, 3], [2F, 27].

2 b.Lokalni a globalni extrémy- globalni maxima v 7 + 2k, ‘%” + 2km, globalni minima v
=° + 2km, lokdlni v 7 + 2km

1 b.Druhé derivace-f"(z) = —sinz — cosz na (

w

T T 3t 3w

w

- T

=, 5), f"(x) = sinx + cosx na (3, 3)

3b.Konvexita - konvexni na 3", —%],[%, 37”] konkavni na [5*, 5] a na [7, %’r]
1 b.Inflexni body- =, %’r
1 b.Asymptoty-neexistuji
4 b. graf
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Komentai: Nékter{ méli problémy uz s prec¢tenim formule | cos x|, a interpretovali ji napf.
jako cos|z|. Objevovaly se pokusy o elegantni feseni pomoci vztahu |z|" = sgn(x) (platného
pro x # 0), ale casto pak doslo k chybé. Bezpecngjsi je funkci analyzovat zv1ast v pifpadech
kdy cosz > 0 a zvlast kdyz cosz < 0. S ohledem na 2m-periodicitu, toto staci délat na
intervalu [—7/2,7/2], a na [r/2,3r/2]. Casto chybél vipocet jednostrannych derivaci v
bodech, kde neexistuje derivace oboustranna.



