
1. zkoušková ṕısemka MA – 18.1.2011 – řešeńı
(Bodováńı je orientačńı, může být upraveno podle úvahy opravovatel̊u.)

1. (10 bod̊u) Položme an = arctg 2
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Odtud je zřejmě limn→∞(−1)nan=0 pro α < 2
3
, posloupnost je omezená a limita neexistuje

pro α = 2
3
, posloupnost je neomezená a limita neexistuje pro α > 2

3
.

Body: 3 za prepis arctg, 3 za přepis logaritmu a 4 za závěrečnou diskusi.
Komentář: Mnoźı použili l’Hospitalovo pravidlo, č́ımž si přidělali dost práce, a někteř́ı i
chyb. Lepš́ı bylo pomoćı l’Hospitala odvodit třeba pravidlo limx→0

arctg x
x

= 1, a pak do něj
substituovat.

2. (10 bod̊u) Na základě Leibnizovy věty usoud́ıme, že řada je konvergentńı.

Potřebujeme k tomu ověřit, že an = n log n+ (−1)n

n
+ 17 je rostoućı posloupnost pro

dostatečně velká n. To ověř́ıme podle definice:

an+1 − an > log n− 2/n > 0

což plat́ı pro n ≥ 3. (2 body za použit́ı Leibn. věty, 2 body za ověřeńı monotonie)
Absolutńı konvergenci vyšetř́ıme limitńım srovnávaćım kritériem, srovnáńım s řadou∑

1
n logn

(o které v́ıme, že diverguje). (2 body za správné krit., 1 bod za limitu, 1 bod za

znalost, př́ıp. ověřeńı, že diverguje)
Závěr: Řada konverguje, avšak ne absolutně. (2 body za výsledek)
Komentář: př́ıklad nepodl př́ılǐs dobře. V části o abs. konvergenci někteř́ı měli za to, že
řada

∑
n

1
n logn

je konvergentńı (č́ımž pak mylně usoudili, že neńı třeba vyšetřovat

neabsolutńı konvergenci). Při použit́ı Leibnizovy věty je třeba ověřovat předpoklady:
konvergenci k nule a monotonii!

3. (10 bod̊u) Pro |x| > 1 je jistě f ′(x) = 0. (.5 bodu) Pro |x| < 1 zderivujeme podle
pravidel na (3 body)
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.

Zbývá vyšetřit derivaci v bodech ±1. Funkce f je zde spojitá (VoLSF) (1b za tvrzeńı, 1b za
zd̊uvodněńı), použijeme tedy větu o jednostranné derivaci. (1b za jej́ı zněńı) Dvě z nich
jsou jednoduché f ′−(−1) = f ′+(1) = 0, nebot’ na př́ıslušnou stranu od podezřelého bodu je
funkce konst. nula. (.5 bodu) Zbylé dva př́ıpady vyřeš́ıme pomoćı VoLSF. Subst.
y = 1/(1− x2), převedeńım na př́ıpad lim y2e−y = 0 (bud’ známé, nebo 2xl’Hospital).
Závěr: i v x = ±1 existuje oboustranná derivace a je f ′(1) = f ′(−1) = 0. (3 body)
Komentář: Mnoźı neověřovali předpoklad pro výpočet jednostranné derivace jako limity
derivaćı – spojitost funkce v daném bodě (zleva, resp. zprava). Objevovaly se i chyby v
mechanickém derivováńı – zapomenutá znaménka, občas i chyběj́ıćı derivace vnitřńı funkce.



Při výpočtu limity se sṕı̌se než substituce (jako např. výše uvedená) aplikovala metoda
věštěńı z křǐst’álové koule. (Nic proti této metodě :-), ale špatně se ověřuje, jestli vaše
křǐst’álová koule funguje spolehlivě . . . )

4. (20 bod̊u)
f(x) = sin x+ | cosx|

1/2 b.Definičńı obor - R
1/2 b.Periodicita - 2π periodická, stač́ı pr̊uběh na [−π

2
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1 b.Limity- neexistuj́ı, f nekonstantńı, periodická
3b.Derivace - f ′(x) = − sinx+ cosx na (−π
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2 b.Lokálńı a globálńı extrémy- globálńı maxima v π
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+ 2kπ, 3π
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+ 2kπ, globálńı minima v
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+ 2kπ, lokálńı v π
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1 b.Druhá derivace-f ′′(x) = − sinx− cosx na (−π
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2
, 3π

2
)

3b.Konvexita - konvexńı na [−π
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1 b.Inflexńı body- −π
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1 b.Asymptoty-neexistuj́ı
4 b. graf

Komentář: Někteř́ı měli problémy už s přečteńım formule | cosx|, a interpretovali ji např.
jako cos |x|. Objevovaly se pokusy o elegantńı řešeńı pomoćı vztahu |x|′ = sgn(x) (platného
pro x 6= 0), ale často pak došlo k chybě. Bezpečněǰśı je funkci analyzovat zvlášt’ v př́ıpadech
kdy cos x > 0 a zvlášt’ když cosx < 0. S ohledem na 2π-periodicitu, toto stač́ı dělat na
intervalu [−π/2, π/2], a na [π/2, 3π/2]. Často chyběl výpočet jednostranných derivaćı v
bodech, kde neexistuje derivace oboustranná.


