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XVII Jesté k metrickym prostortim

XVII.1 Uzite¢na véta o lepeni spojitych zobrazeni

1.1 VETA: Budte X1,...,X, uzaviené v X, bud X = X; U---U X,,. Plati-li pro
zobrazeni f : X =Y, Ze kaZdé f; = f|X; je spojité, je i f spojité.

Dtikaz: Bud M uzaviend v Y. Snadno ovéfime, 7e
n
1710 = £ 0.
i=1

Jelikoz kazdé f; je spojité, f]-*l(M) jsou uzaviené v X; (XIL.2.2) a jelikoz X; je
uzaviend v X, je i fj_l(M ) uzavfend v X. A sjednoceni koneén& mnoha uzavienych
mnozin je uzaviend mnozina. Uzijte znovu XI1.2.2. O

1.2 POZOROVANT:

1 Turzeni se obvykle uziva v konstrukcich v takovéto podobe: Jsou ddna spojitd
fi + X; =Y, o kterych se zjisti (nebo predem vi), Ze pro x € X; N Xy je
vidy f;(x) = fr(z). Potom se definuje zobrazeni f predpisem f(z) = f;(x)
pro z € Xj.

2 Oba predpoklady véty (uzavienost mnoZin X , koneénost rozkladu) jsou podstat-

né. Rozdélime-li tveba (0,1) na (0,5 a (3,1), jisté neni pravda, Ze zobrazeni

spojité na obou téchto intervalech by bylo spojité i na (0,1). Na druhé strané,
jednobodové mnoZiny jsou uzaviené a kaZdé zobrazeni je spojité na kaZdém
jednobodovém podprostoru.

3 Obdobna véta o otevienyich mnoZindch plati bez omezeni poctu. Dokazte! Staci
Jjen projit dikaez véty (1.1) a podivat se, kde jsme konecnost pouZili.

XVIL.2 Rozsifovani zobrazeni (Tietzeovy véty)
2.1 LEMMA: Bud (X, p) metricky prostor, A libovolnd podmnoZina X . Potom defi-
nujeme f(x) = p(x, A) spojité zobrazeni f : X — R.
Dukaz: Dokazeme, Ze dokonce plati
(%) |f(z) = FW)| < p(=,y)-
Skute¢né zvolme € > 0 a a € A tak, aby p(z,a) < f(z) +¢. Potom
) < ply,a) < ply, x) + p(z,a) < ply,z) + f(z) +&.

A tedy f(y) — f(z) < p(x,y) + &. Zdménou z a y vidime, Ze téz f(z) — f(y) <
p(z,y) + € a jelikoz € > 0 bylo libovolné malé, dostdvame nerovnost (). O
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2 XVII. JESTE K METRICKYM PROSTORUM

2.2 VETA: Budte A, B uzaviené disjunktni podmnoZiny metrického prostoru X,
budte o, B redlnd c&isla. Potom existuje spojité ¢ : X — R takové, Ze

flAI € {a}, fIB]C {8} a f[X]C (min(a,f), max(a, B)).

Ddikaz: Polozme

p(z,A)
z,4) + p(z,B)
Jelikoz p(xz, A) + p(x, B) # 0 pro v8echna z (kdyby nastala rovnost, bylo by z €
AN B; jenomZe A a B jsou uzaviené a disjunktni) je ¢ podle 2.1 (a I1.6.3)) spojité.
Ze mé pozadované vlastnosti, se jednoduge ovéti. [

¢($)=a+(5—a)p(

2.3 VETA: (Tietzova véta o kompaktnim intervalu) Bud J kompakini interval, X
metricky prostor, A C X uzavieny podprostor. KaZdé spojité€ zobrazeni f : A — J
se da rozsirit na X, t.j. existuje k nému spojité g : X — J takové, Ze g|A = f.

Dikaz: Je-li J jednobodovy, je tvrzeni trividlni. Ostatni kompaktni intervaly jsou
v8echny navzijem homeomorfni (proc¢?) a staéi to tedy dokézat pro jeden z nich:
Vezméme homeomorfismus h : J — J', necht véta plati pro J' a necht f: A — J
je spojité. Vezmeme f' = ho f, rozsifime je na ¢’ : X — J' a konecné poloZime
g=h"1g'.

Bude se ndm pohodIng pracovat s J = (—1,1). Polozme 4; = f~* ((—1,-3)),
B, = f! ( %, 1>) Podle XII.2.2 jsou to uzaviené podmnoziny A a jelikoz A je
uzaviend v X, jsou Ay, By uzaviené i v X. Podle 2.2 zvolme ¢; : X — R tak, aby

Wl

1 1
p1[Ai] = —3 p1[Bi] = t3avz € X, lp1(z)] <
Vzhledem k volbé mnozin Ay, By navic zfejmé

[SURN V]

r€A=|[f(z) —¢i(z) <

Polozme fi(z) = f(z) — ¢1(x).
Necht jsou nalezena spojitd zobrazeni g : X — (—1,1), k =1,...,n, a spojitd
zobrazeni f = fo, f1,.-., fn_1: A = (=1,1) takova, Ze

. k(@) < oy (@) — or(@)] < =,
(%) 3 3

fr(z) = fo—1(z) —  or(x).
Polozme

- 1 1 - 11
Apr = fo! (<_3_H_W>> s Boyr = [, (<3n+1’3—n>> ;

a podle 2.2 zvolme ¢, ;1 : X — R tak, aby
1 1
ertilAnr1] €\ =g () PntalBaa] € g5 ¢

1
a Vz € X,|ont1(z)| < T

Potom |fn(z) — ¢nt1(2)| < 3n2+1-
Definujeme frpy1 : A = (=1,1) pfedpisem fr+1(z) = fu(z) — @nt1(x). Tak
indukci dostdvame

1,02, Phye-e @ f=FJor e for e
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spliwjici (%) pro vSechna k. PoloZzme
o0
9(@) =Y pu().
k=1

Podle XI.3.8 tato fada stejnomérné konverguje, a tedy je (viz X1.3.3) g spojitd
funkce. Jelikoz

|g(w)|S2n:2-3ik=2(1i%—1>:2(%-1):1,

k=1

miZeme se na ni divat jako na zobrazeni g : X — (—1,1). Pro z € A méme
f(x) = o1(2) + fi(@) = o1(2) + 2(7) + foz) = -+

= @) 4+ o) + o
Jelikoz lim,, f,(x) = 0, mdme tedy pro z € A, f(z) = g(z). O

2.4 VETA: (Tietzova véta o redlné pfimce) Bud X metricky prostor, A jeho uza-
vieny podprostor. KaZdé spojité zobrazeni f : A — R se dd rozsifit na X.

Dukaz: Stejné jako v pfedchozim dikazu muiZeme R nahradit homeomorfnim
prostorem. Vezmeme za tim Glelem otevfeny interval (—1,1). Spojité zobrazeni
f:+ A — (—1,1) miZzeme na okamzik povazovat za zobrazeni do (—1,1) a to se
podle pfedchozi véty d4 roziiFit na g : X — (—1,1). Potiz je v tom, Ze toto g
miiZze nabyvat hodnot —1 resp. 1, a tedy nemusi byt takovym rozsifenim, jaké jsme
chtéli mit. To nyni spravime. Polozime B =g~ ({—1,1}). To je uzavfend mnozina
(viz XI1.2.2) a ziejmé je disjunktni s A (na které se g) shoduje s f. Tedy podle
2.2 existuje ¢ : X — R takova, ze p[A] C {1}, ¢[B] C {0} a vzdy o(z) € (0,1).
Polozime

9(z) =7g(z) - ().

Potom je |g(z)| < 1, pro z € A je g(z) = g(z) = f(x) a konecné |g(z)| # 1. Kdyby
totiz |g(x)| = 1, muselo by byt zarovet |g(z)| =1 a ¢(z) = 1. Je-li viak [g(z)| =1,
jew(x) =0. O

XVII.3 Separabilita

3.1 Reknéme, 7e podmnozina M metrického prostoru X je hustd, jestlize M = X.
Prostor X se nazyva separabilni, obsahuje-li (nejvyse) spocetnou hustou podmno-
zinu.

Priklady:

1 R je separabilni: mnozina racionalnich ¢isel je v ném husta.

2 Obecnéji, E,, je separabilni: uvazte mnozinu v8ech (z1,...,2,), kde z; jsou
raciondlni.

3 Bud X nespofetnd mnozina, definujeme p(x,y) = 1 pro z # y. Potom (X, p)
neni separabilni.

3.2 Z definice uzavéru snadno dostivame

P0zZoROVANS: M je hustd v X prdvé kdyz pro kaZdou neprdzdnou otevienou mnoZinu
UplatiUNM #0.
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3.3 Jesté trochu terminologie:

1 Soustava B otevienych mnozin prostoru X senazyvajehobézi, jestlize se kazda
oteviend podmnozina U C X d4a napsat jako sjednoceni nékterych prvka B.
(PRIKLAD: Soustava viech (z, ), nebo jiz viech Q(z, +) je baze. Zamyslete
se nad tim, proc.)

2 Soustava U (otevienych) mnozin prostoru X se nazyvé (oteviené) pokryti,
jestlize J{U | U € U} = X. Je-li V € U také pokryti, hovofime o ném jako
o podpokryti pokryti U, nebo o pokryti vybraném z U.

3.4 VETA: Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je separabilni
(i) X md spocetnou bdzi.
(i53) Z kazdého pokryti lze vybrat spocetné podpokryti (t.z.v. Lindelifova vlastnost).

Dikaz: (i) = (#4): Bud M spodetnd hustd podmnozina X. Polozme B =
{Q(z,r) | x € M, rracionélni}. DokdZeme, Ze B je baze. K tomu stali ukazat, ze ke
kazdé oteviené U a kaZdému x € U existuje V =V (z,U) € B takové, fex € V CU.
(Potom je totiz U = |J{V(z,U) | z € U}.) Bud U oteviené, z € U, > 0 takové, ze
Q(z,U) CU. Zvolme raciondlni r takové, ze

1 2

gE<r<ge
ay € MNQ(z,ze). Potom ziejmé z € Qy,r) a je-li z € Qy,r), je p(z,2) <
p(x,y) +p(y,2) < e +r <e.

(#7) = (4i1): Bud B spocetnd baze, U oteviené pokryti. Oznaéme B; mnozinu
vSech prvki z B, které se objevi ve vyjadieni kteréhokoli prvku z U jako séitanec.
Potom je UB1 = JU = X. Ke kazdému B € B; zvolme Ug € U, Ug D B. Potom
je V ={Ug | B € By} spotetné podpokryti I.

(iii) = (i): Pro kazdé n je {Q(z, L) |z € X} pokryti. Vyberme z ngj vidy
spotetné podpokryti {Q (z,1) | z € M,}. Polozme M = |J;-; My. To je spocetnd
mnozina a zfejmsé je, pro kazdé y € X, p(y, M) =0. O

3.5 VETA: Podprostor separabilniho prostoru je separabilni.

Dukaz: Plyne snadno z 3.4.(ii): Bud' Y podprostor X, B béze prostoru X. Potom
je podle XII.3.3.(1) systém {BNY | B € B} béaze prostoru Y. O

vvvvvv

XVIIL.4 Dalsi fakta o kompaktnich prostorech

4.1 Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je totdlné omezeny, existuje-li pro kazdé
€ > 0 konetnd M C X takovd, ze X = [J{Q(=,¢e) | z € M} (jinak feleno, Ze pro
kazdy = € X je p(z, M) < €).

Poznamka: Ziejmé je kazdy totdlné omezeny prostor omezeng v tom smyslu, Ze
p(z,y) < K pro n&jaké pevné K a libovolné z, y. Na druhé strané omezeny prostor
totalné omezeny byt nemusi: viz Priklad 3.1.3.
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4.2 VETA: Bud (X, p) totdlné omezeny, f stejnomérné spojité zobrazeni (X, p) na
(X, 0). Potom je (Y, o) totdlné omezeny. Ndsledkem toho stejnomérné homeomorfiz-
my a specialné nahrada metriky metrikou stejnomérné ekvivalentni totdlni omeze-
nost zachovdvagi.

Ditkaz: K ¢ > 0 zvolme § > 0 tak, aby p(z,y) < § = p(f(z), f(y)) < . Bud
M C X konetnd takovd, Ze | J,cp Q(z,d) = X. Potom je |J,cp 2 (f(2),6) =Y. O

Poznamka: Obecné homeomorfizmy nezachovavaji ani omezenost.

4.3 VETA: Podprostor totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

Ditikaz: Bud X totdlnd omezeny, ¥ C X, ¢ > 0. Zvolme M C X tak, aby
Upers Q(2,5) = X. Pro z € M zvolme T € Q(z,5) NY, pokud je tato mno-
Zina neprizdnd, jinak nic. Ozna¢me N mnozinu takto vybranych Z. Ziejmé je
UyeN Qy(y,&) =Y. O

4.4 VETA: Podprostor K, je omezeny prdavé kdyZ je totdlné omezeny.

Dikaz: Vzhledem k 4.3 staéi dokazat, Ze souliny omezenych intervali jsou total-
né omezené. V omezeném intervalu {(a,b) najdeme snadno poZzadovanou mnozinu
k danému ¢ > 0, t¥eba {a + %(b —a)|k=0,1,.. .,n} pro dost velké n. V soudinu
uzijeme kartézské soudiny téchto mnozin a odkézeme se na 4.2 a metriku o z XI1.2.6.
O

4.5 VETA: KaZdy totdlné omezeny prostor je separabilni.

Dukaz: Ke kazdému n zvolme koneénou M, tak, aby p(z, M,) < % pro kazdé x.
Potom je z¥ejm& M |J M,, spocetn& hustsd. O

4.6 VETA: Metricky prostor je totdlné omezeny, pravé kdyZ je z kazdé posloupnosti
mozno vybrat podposloupnost cauchyovskou.

Dikaz: Necht X je totdlné omezeny, zvolme koneéné My takové, 7Ze
U{z, ; |z € My} = X. Bud z1,2s,...,2n,. .. libovolnd posloupnost v X . PopiSe-
me proceduru, pomoci niz je mozno vybrat cauchyovskou podposloupnost. Jelikoz
M je kone¢nd, je pro nékteré y € M; v nekone¢né mnoha piipadech z,, € Q(z, My).
Bud n = k; prvni index, pro néjz to nastane.

Mgjme jiz nalezeny indexy k1 < --- < k,, a y» € M, (rl,...,n) tak, ze vzdy pro
néjakou nekoneénou mnozinu K, indexd plati

1
{xkr7$kr+17"‘7wkn}u{mk | ke KT} - Q (y’f’v;) .

JelikoZ M, 11 je konefnd, existuje ynr1 € My tak, 7e K1 = {k € K, | z €
0 (yn+1, RLH)} je zase nekone¢nd. Vyberme k,y1 jako prvni z K, 1, které je za
k. Touto procedurou dostavame podposloupnost

LhyyeorsLhkpy--+ »

kterd m4 tu vlastnost, ze pro m,n > ng je p(zg,,, Tk, ) < nio a tedy je cauchyovska.
Necht X neni totdlné omezeny. Potom existuje € > 0 takové, ze pro kazdou kone¢nou
M C X je X \ U,cn Qz,€) # 0. Zvolme z; libovolné a mame-li jiz z1, ..., z,
nalezeny tak, aby p(z;,zy) > € pro j # k zvolme déle 2,41 € X \ Ujp_; Uz, &).
V takto ziskané zi,...,2,,... plati obecné p(z;,zr) > € pro j # k a tedy tam
za4dnd cauchyovska podposloupnost neni. [

4.7 VETA: Metricky prostor je kompaktni pravé kdyZ je 1iplng a totdlné omezeny.
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Dukaz: Je-li kompaktni, je aplny podle XI1.6.2 (a XI1.6.3), a podle 4.6 je totél-
né omezeny (mizeme vybrat dokonce konvergentni podposloupnost). Je-li totalné
omezeny a Uplny, mizeme z dané posloupnosti podle 4.6 vybrat podposloupnost
cauchyovskou, a ta vzhledem k tplnosti konverguje. O

4.8 VETA: (Heine—Borelova) Metricky prostor je kompaktni pravé kdyZ se z kaZdého
pokryti da vybrat konecné podpokryti.

Dtikaz: I Necht v X plati tvrzeni o pokrytich. Necht posloupnost (z,,), nemé
konvergentni podposloupnost. Tedy zadny bod y € X neni limitou podpos-
loupnosti nasi (z,), a tedy pro kazdé y existuje e(y) > 0 takové,ze Q(y,e(y))
obsahuje z,, jen pro koneény pocet indexti n. Z pokryti {Q (y,e(y)) |y € X}
vybereme kone¢né {Q (y;,e(y;)) | 7 =1,...,k}. Kazdy z x,, musi byt v nékteré
Q (yj,e(y;)), ty vSak dohromady obsahuji z, jen s kone¢né mnoha indexy—
spor.

IT Necht X je kompaktni. Podle 4.6 a 4.5 je separabilni a podle 3.4 je tedy
mozno z kazdého pokryti vybrat spocetné. Staci tedy dokazat, ze z kazdého
spocetného pokryti lze vybrat kone¢né. Necht tomu tak neni, bud

Uiy Un, ...

pokryti, z néhoz kone¢né vybrat nelze. Vybirejme z ného podle néasledujici
procedury: Vi je prvni Uy, které je neprazdné. Jsou-li jiz Vi, ..., V, nalezeny,
bude V,, ;1 prvni Uy, které neni celé obsazeno v U;‘Zl V;. Nové posloupnost

Vi,oi s Vi

nadéle pokryva cely prostor (vynechavali jsme jen ty z Uy, které jiz stejné byli
pfedchozimi pokryty) a nyni je jiz Vn\Uzr1 Vi, vZdy neprazdné. Vyberme tam
vzdy bod z,. Z posloupnosti (z,), vyberme konvergentni podposloupnost
s limitou z. Tato limita = musi lezet v nékterém V,,. A je to spor, protoze V,
je okoli bodu z, které zarucené neobsahuje zadné xj pro k > n. O

XVIL5 Jesté dvé véci k iaplnym prostortim

5.1 Pfipomefime si definici prostoru F/(X) z XI1.1.2.4 a C(X) z XII.2.9. Uvédomme
si téZ, ze vzhledem k XII.5.9, v pFipadé kompaktniho X je C(X) prostor vsech
spojitych funkci na X (vSechny jsou totiz omezené).

VETA: F(X) i C(X) jsou 1uplné prostory.

Dikaz: Vzhledem k XII.6.5 a XII.2.9 stadi tvrzeni dokdzat pro F(X). Bud
fi,f2,---5 fn,- - - cauchyovskd posloupnost v F(X). Tedy

(%) Ve > 0dng tak, Ze pro m,n > ng je sup, |fn(x) — fm(2)| <€
a néasledkem toho pro kazdé z plati
Ve > 0dng tak, ze pro m,n > ng je |fn(x) — fm(2)| <e,

tedy kazda (fn(z)),, je cauchyovskd a jelikoz R je Gplny, mé néjakou limitu f(x).
Tak dostavame novou redlnou funkci f na X. UkdZeme, Ze je limitou ptivodni po-
sloupnosti v F(X).

Vezméme ¢ > 0, zvolme k nédmu ng podle (%) a vezméme n > ng. Vezméme
z € X libovolné ale pevné. Pro m > ng mame

|fn(x) - fm(-’E)| <eg
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a tedy v limité
|fn(2) — f(z)| <e.

JelikoZ x bylo libovolné, znamen4 to, ze p(f,, f) <e O
5.2 DUSLEDEK: Budte a, b redlnd c&isla. Podprostor
Y={flfeCX),Vza< fz) <b} CCX)
je uplny.
Dikaz: Je totiz ziejmd uzavieny v C(X). Uzijte opét XI11.6.5. O
5.3 VETA: (Banachova véta o pevném bodé) Bud (X, p) dplng, bud0 < X < 1, bud
f:(X,p) = (X, p) zobrazeni takové, Ze

Va,y p(f(z), f(y)) < X-p(,y).

Potom ezistuje prdvé jedno Feseni rovnice f(x) = x.

Dikaz: Zvolme libovolny bod zg a definujme x,, indukei pfedpisem z, 1 = f(zn)-
Mame
P(Tnt1,2n) < Ap(Tn, Tn—1) < )\2P($n—1,$n—2) <

a tedy p(znt1,Tn) < A"p(21,20). Oznaéme p(x1,20) = K. Je tedy p(zn41,Tn) <
K\ a déle

p(xn—i-ramn) S p(mn—i-mmn—i-?"—l) + P($n+r—1, xn+r—2) + -+ p($n+1,$n) S

SK()\n—H"—l+)\n+r—2+_._+)\n+1+)\n) —

K

Posloupnost (z, ), je tedy cauchyovskd a mé tedy né&jakou limitu z. Mame
f(z) = f(limz,) = lim f(z,) =limz,; = z.
n n n

Je-li f(z) =z a f(y) =y, je p(z,y) < Ap(z,y) a to je mozné jen kdyz p(z,y) = 0,
tj.z=y. O

XVII.6 Souvislost

6.1 Jde o to, zachytit intuitivni predstavu toho, zda prostor ,,drzi“ pohromadé,
nebo ne. To bude u¢inéno v pojmech souvislosti (zachytime pfedstavu ,nerozpadé-
ni se na dvé nebo vice oddélenych ¢asti“) a silngjdim pojmu obloukové souvislosti
(zachycujicim p¥edstavu moznosti p¥echodu beze skokil mezi kterymikoli dvéma
body).

6.2 DEFINICE: Rikdme, Ze podmnozina M prostoru X je obojetnd, je-li zrovei
oteviend i uzaviend. V kazdém prostoru X existuji obojetné mnoziny, totiz () a
X. Rikédme, Ze neprazdny prostor X je souwisly, jsou-li v ném pravé dvé obojetné
mnoziny (§ a X, a uz 24dné dals{). Jinak mluvime o prostoru nesouvislém

Poznamky:

1 Vsimnéte si, Ze prazdny prostor nepovazujeme za souvisly. To ma dobré di-
vody. Nejde jen o to, Ze tam je obojetnd mnozina jen jedna, nikoli dvé, jak je
v definici pozadovano. S méné formalnim divodem se setkdme v 6.8.
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2 Piipomente si XII.1.8. Definici souvislosti miZzeme pieformulovat takto. Ne-
prazdny prostor je souvisly pravé kdyz jej nelze napsat jako sjednoceni AU B
dvou disjunktnich otevenych mnozin. (V této formulaci miZeme samoziejmé
nahradit slovo ,otevienych“ slovem ,uzavienych.)

6.3 Piipomente si amluvu XII.3.5. V jejim smyslu budeme mluvit o souwvislych
nebo nesouvisljch podmnoZindch n&jakého prostoru. Rekneme, %e podmnoziny A,
B prostoru X jsou oddélené, plati-li

ANB=ANB=40

VETA: Neprdzdnd podmnoZina metrického prostoru je souvisld prdavé kdyZ se nedd
napsat joko sjednoceni dvou neprazdniych oddélenych mnozin.

Dikaz: I Necht Y C X je souvisld, necht Y = AU B, kde A, B jsou oddélené.
Polozme U = X\ B,V = X \ A. Tedy je zftejmé A=Y NU,B=YNV; A,
B jsou tedy oteviené v Y, ziejmé disjunktni. Tedy je jedna z nich prazdné.

IT Necht Y C X je nesouvisld, necht Y = AU B, kde A, B jsou neprazdné,
disjunktni a oteviené v Y. Budte U, V oteviené v X takové, ze A=Y NU,
B=YNV.Tedyje AC X\V ajelikoz X \V je uzaviend, A C X \ V. Tedy
ANV =0 atim spis AN B = (. Podobnéd ANB =§. 0

6.4 VETA: Podprostor piimky R (= K1) je souvisly pravé kdyZ je to neprdzdny
interval.

Dikaz: I Necht X C [E; neni interval. Existuji tedy a < b < ¢ takové, Ze
a,ce X ab¢g X. Potom je

X = (X N (—00,b)) U (X N(b,+00))
a oba s¢itance jsou neprazdné oteviené.

IT Bud X C E; interval, necht X = AU B, kde A, B jsou disjunktni uzaviené (v
X). Bez Gjmy obecnosti mizeme predpoklddat existenci bodii a € A, b € B
takovych, ze a < b (jinak pfeznalime). Polozme

s=sup{z|z€Aa<z<b}.

Ziejmé je a < s < batedy s € X. Z definice suprema vidime, Ze pro libovolné
e>0je(s—e,s)NA#D, z tehoz okamzité plyne, ze s € A. Ale zfejmé je téz
pro libovolné € > 0 {s,s + &) N B # { (body z A jiz za s az do b nelezi, nékde
vak lezet musi, v X jsou). Tedy téz s € B. Ale s, ktery je v X, lezi bud v A
nebo v B a tedy v AN B nebo v BN A. A a B tedy nejsou oddélené—spor. [J

6.5 VETA: Bud f : X = Y spojité zobrazeni, M souvisld podmnoZina X. Potom
fIM] je sowvisld.

Dukaz: Po pirechodu k podprostortim staéi dokazat, ze je-li f : X — Y spojité na
a je-li X souvisly, je souvisly i Y. A skuteéné: Kdyby bylo mozno Y napsat jako
AU B, A, B disjunktni neprdzdné oteviené, méli bychom X = f~1(4)U f1(B)
s disjunktnimi neprazdnymi otevienymi (XII.2.2) séitanci. (Kontrolni otdzka: Kde
jsme uzili toho, ze f je na?) O

6.6 VETA: Uzdvér souvislé podmnoZiny je souvisly.

Dikaz: Bud M C X souvisld. Po pfechodu k podprostorim sta¢i dokazat, ze
je-li M = X, je X souvisly. Necht X = AU B, A, B oteviené disjunktni. Tedy

M =(MnA)U(MnB)s (v M) otevienymi disjunktnimi s¢itanci. Je tedy dejme
tomu BN M =0, tedy M C A, ale jelikoz A je uzavien, je téz X = M C A. O
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6.7 VETA: Necht X = |J{M; | i € J} a necht M; jsou sowvislé podmnoZiny X
takové, Ze ke kaZdym dvéma M;, M; existufi ii,...,i, € J takové, Ze

iW=lip,=j aM;, "M;, ,#0 prok=1...,n—1.

k+1

Potom X je souvisly.

Dukaz: Bud X = AU B, A, B disjunktni oteviené. Jelikoz M; je souvisld a rovna
(AN M;)U (BN M;), musi byt bud M; C A nebo M; C B. Necht je dejme tomu
ngjaké pevné M; C A. Pro libovolné j naleznéme iy, . .., i, podle pfedpokladu véty.
Je-li M;, C A, jei M;,,, C A, protoze mé s A neprézdny prinik. Jelikoz je ale
M;, = M; C A, jsou C A viechny, a tedy i M;, = M;. Mame tedy X =JM; C A
aB=0. O

6.8 VETA: Soucin X; X - - - x X,, metrickijch prostori je souvisly prostor prdvé kdyz
Jsou viechny X; souvislé.

Dikaz: I Necht X; jsou souvislé. Tvrzeni samoziejmé (pro¢?) staéi dokazat
pro n = 2. Mame

Xy x X = J{X1 x {2} |z € X2 } U {{zo} x Xa}.
Uzijte 6.7.

IT Je-li X = X; x--- x X, souvisly, vezméme projekce p; : X = X;. Jsou-li Xy,
neprazdné, jsou p; zobrazeni na a tedy jsou souvislé podle 6.5. (I

DEFINICE: Reknéme, 7e neprazdny prostor X je obloukové souvislyj (nékdy se téz ¥ika
krivkové souvisly), existuje-li ke kazdym dvéma bodim z,y € X spojité zobrazeni

p:I=(0,1) > X
takové, Ze ¢(0) = z a (1) = y. (O zobrazeni ¢ nékdy mluvime jako o kfivce nebo
o cesté spojujici body z a y).
6.9 VETA: Obloukové souvisly prostor je souvisly.
Diikaz: Zvolme pevné zo € X a ke kazdému z € X kfivku ¢, takovou, ze ¢, (0) =

Zo a @, (1) = z. Polozme M, = ¢;[I]. Podle 6.5 a 6.4 je kazdi M, souvisl. Ziejms
M,N M, >z alJM, =X. Tedy je X souvisly podle 6.7. O

6.10 VETA: Bud f : X — Y spojité, bud M C X obloukové souvisld podmnoZina
X. Potom je i f[M] obloukové souvisld.

Dukaz: Budte z',y’ € f[M], ' = f(z),y' = f(y), z,y € M. Necht ¢ : I - M
spojuje z a y. Potom f o ¢ spojuje 2’ ay'. O

6.11 Souvisld mnozina obloukové souvisla byt nemusi. Vezméme tieba X = JU S,
podmnozinu Ey, kde S je graf funkce sin% proz>0aJ={(0,2)| -1<z<1}
(viz obrazek XVIIL.1). Zfejmé S je souvisla (viz 6.5 a 6.4) a tedy X = S je podle
6.6 souvisly téz. Zkuste vSak spojit bod na J s bodem na S kiivkou (ujasnéte si,
pro¢ to nejde udélat!). Plati viak

VETA: Souvislyj otevieny prostor v E,, je obloukové souvisly.

Dukaz: Bud X C E, oteviend souvisla. Pro z € X oznatme A(z) podmnozinu X
sestévajici z téch bodu, které lze v X spojit s z kfivkou. Pozorujeme:
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I.“-

Obr. XVIL1:

(a) Je-li z moZno spojit kiivkou s y a y se z, je moZno spojit = se z. (Necht
p1: 1= X, ps : I = X jsou spojité takové, ze p1(0) =z, p1(1) = p2(0) =y
a @3(1) = z. Definujeme ¢ : I — X piedpisem

_ ] »(20) pro0 <z <3,
go(t)—{ 2(2t—1) pros<z<l1 )

(b) A(z) N A(y) = 0 nebo A(z) = A(y) (uzijte (a)).

(c) Kazdd A(x) je oteviend. Skutetnd, bud y € A(x). Pro dost malé € > 0 je
K = Q(y,e) C X (tady uzivame toho, Ze X je oteviend). Kazdy prvek z € K
je mozno spojit s y, totiz kiivkou

e(t) =y +t(z—y)
a tedy, opét podle (a), K C A(z). Vezmé&me nyni libovolné z € X. Mame

X = A(2) U J{Al) | Aly) N A(z) = 0}

To je sjednoceni dvou disjunktnich otevienych mnozin, jelikoZ je ale A(z) # 0
a X souvisly, je druhy séitanec prézdny, a tedy X = A(x). O



XVIII Soustavy (obycejnych)
diferencialnich rovnic

XVIII.1 Uloha

1.1 Soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic rozumime tlohu najit funkce
y1(x), - .., yn(z) takové, Ze plati

Ui = fe(@,yi (), ..., yn(®)), k=1,...,n. (XVIIL1)

Slovem ,,0bycejné“ se dava najevo, Ze v tloze se vyskytuji jen derivace funkci jedné
proménné, nikoli derivace parcialni.
Uzitim vektorové symboliky miZzeme samoziejmé tlohu zapsat jednoduseji jako

1.2 Obecnéji se mizeme setkat se soustavami, v nichz jde o derivace vyssich fadu.
Tteba:
(4) _ [ S T R T/ 1T
U1 _fl(maylay%ylaymyl)y27y1 »Ya )7
yi' = f2(@, 91,92, Y1, Y5, Y1 ¥ Y1)-

Ty je ale mozno na tlohy typu (XVIII.1) snadno pfevést. Napiiklad tuto konkrétni
ulohu takto:
Zavedeme oznaceni

(XVIIL2)

" " "t
Y1526 = Y2,27 = Y1 >

! !
21 =Y1,%2 = Y2,23 = Y1524 = Y2,%35
a misto (XVIII.2) feSime tlohu
! __ ! __ ! __ ! __ !
2] = R3,%9 = R4,R3 = Zp,R%4 = 26,25 — 27T,

z(li = fQ(JI,Zl,22,2'3,2’4,215,2:6,2’7),
Z’IY = f1($,21,22,23,24,25,26,fz(.'li',zl, .. .,27)),

kterd jiz typu (XVIIL.1) je. Ujasnéte si, ze obdobné je mozno postupovat ve znainé
obecné tiidé tloh.

1.3 Zejména do této t¥idy spada pripad jedné diferencidlni rovnice n—tého fadu
F(Z-J y7 yl7 st 7y(n)) = 0'

Ta se pfedevsim pomoci véty o implicitnich funkcich pfevadi (lokalné, a tam, kde
to podminky véty dovoli) na

y™ = f(z, 9,95,y

11
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Nyni mizeme polozit
yi=y,2=y,y3=9",...,yn =y Y,

a mame soustavy

!

Y. = Y2
ys = Y3,
'
ynfl = Yn,
y; = f('r:yla"wyn)'

1.4 Preklady z 1.2 a 1.3 slouZi pfedev8im teoretickym Gcelim (jako je otazka
existence a jednoznacnosti feSen{). K nalezeni konkrétnich feSeni se obvykle uziva
prijemné&jsich metod.

1.5 Poznamka k symbolice: Rovnice y'(z) = f(z,y(x)) se b&zné zapisuje tak,
jak jsme to jiz v 1.2 — 1.3 dé&lali, ve tvaru 3y’ = f(z,y) a y zde vystupuje ve dvou
rolich: jako oznaéeni proménné ve funkci f(z,y) dvou proménnych, a jako funkce
y(z). Tato nediislednost jisté nikoho nemate a zapis se znaéné zjednodusuje.

1.6 Diferencidlni rovnice a jejich soustavy hraji zasadni roli v fadé aplikaci. Zde
neni misto na to, abychom o tom podrobné pojednévali. Zminime se ale o zfejmé
geometrické interpretaci:

Vezméme tieba rovnici y' = f(z,y). Funkce f(z,y) uréuje v kazdém bodé svého
defini¢éniho oboru smér; grafy hledanych funkei jsou kfivky, které v kazdém bodé
sleduji takto predepsané sméry. Viz obrazek:

XVIIIL.2 Prevedeni diferencialni soustavy na sousta-
vu integralni.

2.1 VETA: Budle n1,...,n, redlnd cisla. Funkce y1,...,y> Tesi na intervalu (a,b)
obsahugici bod xo soustavu

y;(a:)zf](x,yl(m),,yn(:c)), j=17"'7n

a splitugi pri tom podminky y;(zo) = n; prdvé kdyZ vyhovugi rovnicim

T

w@) = [ FEn @) de+
Zo

Dikaz: Necht funkce vyhovuji prvni dloze. Potom podle je
xr

b@) = [ .. n®)de+
o

kde c¢; jsou néjaké konstanty. Dosazenim z = z( se anuluje integrdl napravo a
dostdvame n; = y;j(zo) = c¢;. Na druhé strané, spliiuji-li funkce druhou dlohu,
dostavame derivaci integralu podle horni meze

yj(e) = f(@,y1(2), .., yn(x))

a dosazenim z¢ za z zjistime, Ze y;(zo) =n;. O
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2.2 V podstaté trividlni obrat z 2.1 m4 dalekosahlé dasledky. Ilustrujme si to na
pfipadé jedné rovnice

y'(z) = f(z,y(x)).
Ozna¢me D operétor derivace, F' operator pfifazujici funkci y(z) funkci F(y)(z) =
f(z,y(z)). Jde tedy o nalezeni funkce y takové, ze

Tedy, chceme-li, funkce v ni% operdtor D — F' nabyvé hodnoty o (konstantni nu-
lové funkce). P¥i b&Zné metrice v prostoru funkei (viz. XI1.2.9) je ale D nespojité
zobrazeni (pro funkce libovolné blizké se mohou derivace velice ligit — viz obrizek)

a takova nespojitost neslibuje pro feSeni rovnic v metrickych prostorech nic
dobrého. Na druhé strané, definujeme operator J predpisem

0@ = [ " Fty(e) dt + .

Je-li f jen trochu rozumn4, jsou pfi malych zménéch argumentu y i zmény hodnost
J(y) malé. Nadto je nové Gloha, hledani y takového, ze y = J(y), loha nalezeni
pevného bodu, o niZ jiz néco vime (viz XVIL5.3).

XVIII.3 Lipschitzova vlastnost a reSeni integralni
ulohy.
3.1 Bud f(z,y1,...,yn) funkce n+ 1 proménnych. Rekneme, ze f je Lipschitzovskd
v proménnych y1,...,Yn, existuje-li ¢islo M takové, ze plati
|f(may17"'5yn) - f(xazla"'azn)l S M 'ma‘lei —Zi|.

Existuje-li ke kazdému bodu okoli U takové, Ze f|U je Lipschitzovska, fikame, Ze je
f lokdlné Lipschitzovska.

3.2 Uvédomme si, ze mé-li f spojité parcidlni derivace podle proménnych y1, ..., yn,
je v téchto proménnych lokalné Lipschitzovska:
Skuteéné vezméme Cislo M takové, Ze v néjakém okoli daného bodu plati

af(f(x,yl,,yn)) <%
Gyj ~—n’
Potom tam méme (viz XIII.3.4)
of(...
|f($ayla"'ayn) _f(xazla"'aznn = J;(y )(yJ —Zj) <
J
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af(...) M
SZ‘ "oy, lys =zl <m- = maxy; — 2z

3.3 VETA: Budte f;j(z,y1,...,Yn),J = 1,...,n spojité funkce ve vsech proménnych a
Lipschitzovské v proménnijch yy, . . ., yn v néjakém okoli bodu (xo,m1, - . .,nn ). Potom
existuje a takové, Ze v intervalu (xg — a,zo + a) md soustava

o3(z) = / FE@) v, G=1,..m (XVIIL3)

praveé jedno Teseni pi1,...,¢9n.

Diikaz: Necht pro

w0 — x| < lnj —y;| < B, [nj — 2| < B
mame
|fi(xayla cee 7yn) - f,(.’E, v 7zn)| <M- max; |yl - zi|‘
Ze spojitosti dale plyne existence ¢isla A takového, Ze pro z a y; spliujici nase
podminky je
|fi($7y17 s 7yn)| < A.
Vezméme nyni a,0 < a < «a takové, aby
B

(1) a< 3
a aby

(2) pro néjaké ¢ < 1 bylo a < ;.

Smysl prvniho opatfeni bude patrny téméf hned, smysl druhého o néco pozdéji.
Oznaéme
Y;

podprostor prostoru C((zo — a,zo + a)) (XI[.2.9) tvofeny vSemi ¢ takovymi, Ze
n; — B < ¢(z) < n; + B. Podle XVIL5.2 jsou Y; Gplné metrické prostory, podle
XIL6.6jeY = Y; x --- x Y,, Gplny.

Pro @ = (¢1,---,n) € Y definujeme

predpisem )
Ji(B)(x) = / Feltoor(t), - pn(®) dt + 15

Mame
| (P) () — k| =

/sz(t,wl(t),---)dt <

T
s/ ftpi(t),.. )| dt <|zo—2|-A<a-A<LpB
Zo
takze J(@) je zase v Y. To byl dtivod opatieni (1). Mame tedy zobrazeni
J:Y =Y

pfi emz v tloze (XVIIL.3) jde o nalezeni pevného bodu . Mé&jme cﬁ,J € Y. Plati
(v Y uZijeme pohodlné metriky ¢ z X11.4.2)

-, -,

o(J(P), J(¥)) = maxy sup, | Jx(F)(x) — Je(¢) ()| =
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= maxy, sup,

/z:fk(t,sol(t),...)dt—/mjfk(t,tpl(t),...)dt‘ =

= maxy, Sup,,

/7nawxmu0—nuwmmqu4s

0

= maxisup, [ 1fultspr (@), = Jult a0, ) de =

Mame |fr(t, ¢1(t),...) — fut, 1 (t),...)] < M - max;l|p;(t) —¢,;@t)] < M -

-

max; sup, |¢;(z) —¢;(z)| = M - o(F,¢), takze déle dostdvame

- -,

cSma*stupm |',L'_$0|MU(()B7¢) SG,MO'(QZ?‘,@E) Sqa(67¢)

(tady jsme uZili opatieni (2)).
Zobrazeni J tedy spliiuje podminky véty XVII.5.3 a m4 tedy pravé jeden pevny
bod. O

XVIII.4 Véta o existenci a jednoznac¢nosti resSeni
soustavy (obycejnych) diferencidlnich rov-
nic

4.1 Z véty 3.3 a 2.1 okamzité dostdvame

DUSLEDEK: Budte fr(x,y1,...,yn) funkce spojité ve vsech proménnijch a Lips-
chitzovské v proménnich yi1,...,yn v néjakém okoli bodu (xg,m,...,n,). Potom
pro dost malé a > 0 md soustava

y;(:v) = fi(@,y1(2), ..., yn(@)), J=1...,n (XVIIL4)
prave jedno Teseni (¢1,...,pn) takové, Ze @;(zo) = n; pro vSechna j.

4.2 Jednoznacnost feSeni je tedy podminéna splnénim pozadavki ¢;(z¢) = n; pro
viechna j. Rik4 se jim pocdtecni podminky.

4.3 Tvrzeni z véty 4.1 mluvi o tom, jak vypadd FeSeni soustavy (XVIIL.4) v malém
okoli négjakého bodu. Nyni budeme smétrovat ke globilnim resenim.

Lokdlnim tesenim soustavy (XVIIL.4) rozuméjme dvojici (g, J), kde J je n&jaky
otevieny interval a g = (p1,...,p,) je definovdn na J a spliuje tam (XVIIIL.4).

LEMMA: Necht J, K jsou oteviené intervaly, o € J N K a (F,J), (1[7, K) lokdlni
feSent takové, Ze p(xo) = Y(xo). Je-li f spojitda a v proménnych y; lokdiné Lips-
chitzovskd v oboru, v némz soustavu (XVIII.4) Tesime, je pak J|JNK = ¢|JNK.

Dikaz: Podle 4.1, shoduji-li se 7 a 1/_; v néjakém bodé, shoduji se i na néjakém
okoli. Obor U v némz se @ a ¢ shoduji je tedy neprazdnd oteviend podmnozina
JN K. Necht se ¢ a ¢ shoduji v 21,23, ... anecht limz, =z € JNK. Ze spojitosti
okamzité plyne, Ze je pak i g(z) = ¢(x). U je tedy téz uzaviend. Jelikoz J N K je
interval a tedy souvisly prostor, musi byt U = J N K (viz [XVII-6]). O

4.4 Sjednotme vSechny intervaly J obsahujici zo takové, Ze na nich existuji feSeni
1, ., pn spliujici poateéni podminky ¢;(zg) = ;. Podle 4.3 na takto ziskaném
intervalu opét existuji feSeni. Mame tedy nejvétsi feSeni soustavy (XVIIL.4) spliujici
¢;(xo) = n;, presnéji, FeSeni s nejvétsim moznym souvislym definiénim oborem.
Takovato maximalni feSeni se nazyvaji charakteristiky dané soustavy.
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4.5 V této terminologii mizeme dosavadni vysledky shrnout takto:

VETA: Bud' M oteviend podmnozina Enyq, fj(2,y1,-..,yn) : M — R spojité funkce
lokdlné Lipschitzovské v proménnigjch y1,. .., Yyn. Potom kaZdym bodem mnoZiny M
prochdzi prdavé jedna charakteristika soustavy (XVIII.4).

4.6 Vratme se nyni k pfekladu diferencidlni rovnice n—tého #ddu z 1.3. Rovnice

yn = f(x’ y) yl7 .. '5y(n+1))

byla pfepsana na soustavu

Y1 = Y2
Ys = Y3
!
ynfl = UYn

y;,, = f('r:yla"'ay")'
7 véty 4.5 dostavame
DUSLEDEK: Bud M oteviend podmnoZina Eny1, f(z,y1,---,yn) : M — R spoji-
ta funkce lokdlné Lipschitzovskd v proménnych y1, .. .,yn. Potom ke kaZdému bodu
(20,0, - --,Mn—1) € M existuje prdvé jedno feseni y, s mazimdlnim souvislym defi-

nicnim oborem, rovnice
y(n) = f(x’ y’ yl’ . 5y(n_1))

takové, Ze y(zo) = no,y'(To) = M, ...,y V(o) = Np_1.

4.7 Splnénim Lipschitzovy podminky je pro jednoznacnost feSeni podstatné. Vez-
méme nésledujici pifklad: Funkce y(z) = (z + ¢)® vyhovujici rovnici

! 2
y =3-y®

Funkce f(z,y) = 3y3 je Lipschitzovské viude kromé bodu (z,0). A v téchto pode-
zielych bodech skute¢né jednoznacénost neplati. Mame totiz také feseni

(r—a)® prozx<a

y(x) =< 0 proa<z<b
(r —b)® prox>b

XVIIL.5 Neékolik konkrétnich pripada

5.1 Predevsim si uvédomme, Ze vzhledem k tomu, Ze mame vétu o existenci a ze-
jména jednoznacnosti, nemusime si u metod FeSeni délat velkou starost s korektnosti
pouzitych metod (,,rozpojovani® %, otézka zda se nevyskytne nula ve jmenovateli a
pod.). D4-li ndm né&jaky postup funkei, ktera rovnici spliwje, musi to byt ono jediné
feSeni, které hledame.

5.2 S jednou diferencidlni rovnici jsme se setkali jiz ddvno (v kapitoleVI), totiz s
rovnici typu

"
y' = f(a).

Jejim feSeni je primitivn{ funkce k funkci f. Ani tu Casto nebyva snadné najit.

Je ale zvykem povazovat diferenciilni rovnici za ,vyfeSenou“ je-li pfevedena na

tlohu nalezeni nalezeni primitivnich funkci. (Je zde dost hlubok4 analogie s feSenim

algebraickych rovnic v odmocninéch.)
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5.3 Metoda separace proménnych: Rovnici tvaru

a najdeme primitivni funkce obou stran, které se kvuli rovnosti smi li§it pouze o

konstantu. Tedy méme
([3)wen=([1)@=c

To je asi trochu nepiehledny zapis toho, co déldme. Snadnéji si to zapamatujeme
takto: Vezméme nasi rovnici

Y = 1) 9t0),

prepiSeme na

a zintegrujeme na

PRIKLADY:
1. y' =y -sinz.
Dostavame i
/_y = /sinw +C,
Y
tedy
lgly| = —cosx + C
a z toho
|y| e~ cos z+C
co? lépe napiSeme jako y = D - e~ 5%,
2.y =1+
Dostaneme .
1+yy2 :/d:c+C,

tedy arctgy = = + C a konecné y = tg(z + C).

! T

Dostévame

/ydy:—/a:d:c+0,

tedy 1y?> = —12? + C a konetnd z? + y? = R?, kde R = v/2C. To je velmi
nazorny pitiklad. Uvédomme si: Co je to za kfivky, které jsou v kazdém bodé
[z, y] kolmé k polohovému vektoru (z,y)?
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5.4 Abychom vyfesili rovnici

y' = f(az + by)
zavedeme substituci
z(z) = ax + by(x).

Potom mame
Z=by'+a=0b-f(2)+a,

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, jako v 5.3. Je zvlast jednoduché, prava
strana na proménné x ani nezivisi.

r-1(2)

(t.j-, rovnici y' = F(x,y), kde F je takové, Ze pro libovolné t je F(z,y) = F(tz,ty)),
zavedeme substituci z = £. Potom méme

5.5 Abychom vyfesili rovnici

!

!
y_ Y-y Yy —z a1
r=T e =, = (f(2) Z)m

a mame rovnici se separovanymi proménnymi.

5.6 Rovnice
, ar +by+c
y =f|—
azx + By +

je v ptipadé v = c rovnice typu 5.5. Neni-li tomu tak, pokusime se toho dosdhnout.
Bud zg, yo feSeni soustavy (algebraickych) rovnic

|
o

ar +bx +c

oz 4 By 1 (XVIIL5)

|
e

Potom
ar+bxr+c  a(x—x0)+b(y —yo)

ar+By+7v  ale—z)+ By —vo)
Zavedeme-li tedy substituci

é-:.Z'—Z'o, 2 =Y Yo,

mame 2(§) = y(x — x0) — Yo a g—z =1, takZe

dz ., . aé + bz
E=ve-r(2EF).

Linedrni soustavu XVIIL.5 vSak tfeba neslo fesit, mohlo totiz byt (a,b) = K - («, 8)
nebo (a,8) = K - (a,b). V takovém p¥ipadé nase rovnice

, ax +by+c
y=f—72 1=
az + By +7
je jiz bez uprav tvaru y' = F(Az + By) (viz. 5.4).

5.7 Linearni rovnice y' = a(z) - y + b(z). Prvni setkdni s metodou variace
konstant. Vyiesime nejprve rovnici y' = a(z) - y. To je piiklad se separovanymi
proménnymi a zptsobem uvedenym v 5.3 dostaneme feSeni

oo(z) = C - &f @, (XVIIL6)
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Zkusime najit feSeni puvodni rovnice y' = a(z) - y + b(z) ve tvaru

y(z) = o@) - p1(2) = c(a) - &) * .

(Proto, ze konstantu C' z XVIIL.6 nahrazujeme funkci zavislou na x se hovofi o
metodé variace konstant. V obecnéjsi podobé se s touto metodou setkame v pristi
kapitole.) M4 tedy byt
Yy =c-pr+cg
a jelikoZ ] = a - ¢; mame déle
y=c-pr+c-a-pr=cp+a-y.
Jde tedy o to najit c¢(z) tak, aby

b(z) = c'(z)¢1 ().
Tomu vyhovuje
b
c(z) = (z)
p1(z)
5.8 Asponl jedna rovnice druhého Ffadu: Ve fyzice se setkdvime s variantami
tlohy

dxr + K.

y" = fQ).

Tuto rovnici je mozno fesit takto: Po vynésobeni obou stran derivaci ¥’ dostaneme

tedy

a tedy

a konecéné

y’=\/2</f>oy+c,

coz jiz mizeme fesit separaci proménnych.



XIX Linearni diferencialni rovnice a
jejich soustavy.

XIX.1 Linearni Glohy

1.1 Soustavou linearnich diferencialnich rovnic rozumime néasledujici spe-
cidlni ptipad tlohy z pfedchozi kapitoly:

(L) Za” x) + bi(x) (i=1,...,n).
Linedarni rovnice n—tého tadu je

(L) y™ 4 Z Yy D (z) = b(z).

Podle XVIIL1.2 je (L) snadné prevést na tlohu typu (L); teoretické tivahy tedy
stac¢i provadét pro soustavy. V praktickych postupech feSeni se ale budeme Glohdm
typu (L) vénovat zv1ast.

Jsou-li véechny funkce b;(z) v (L) nulové (resp. je-li b(z) v (L) nulové), mluvime
o uloze homogenni.
1.2 LEMMA: Necht je f funkce spojitd a omezend na intervalu {a,b). Potom ezistuje

fab f(@t)dt (hodnotu v b miuZeme samoziejmé dodefinovat libovolné — viz XV.8.5) a
plati

z—b—

b b
/ fydt = tim [ f(t)dt

Dikaz: Bud |f(t)| < C. Zvolme z > 0. Integraly [ f(t)dt existuji podle XV.4.1
a muizeme tedy zvolit podrozdéleni D(z) tak, Ze

/f £ < s(fl(ax), D(z)) < S (fl{a,2), D /f+— (XIX.1)

NG} I

Necht z > b — 55. Definujeme rozdéleni D'(x) intervalu (a,b) piidanim intervalu
(z,b) k D(zx). Potom méme

s(fl{a, z), D(z)) — g < s(fl{a,z), D(x)) = (b—x)-C <

s(f,D'(z)) < / f< / < 8(f,D'(x)) (XIX.2)
C

S(fa,z), D(z)) + (b — ) -
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Z (XIX.1) a (XIX.2) dostaneme

[ree<[ <[ <[+
/:f—_/if /:f—/_if
[r=m [1=] s

tedy

<e i <e

takze vidime, Ze

O
1.3 VETA: Budte a;;j(z),b;(x) spojité na intervalu J, bud zo € J, budte n;,j =
1,...,n redlnd cisla. Potom md soustava

yi(z) = Z(lijyj(x) + bi(z) (i=1,...,n)
(prdvé jedno) fesent y1, ..., yn takové, Ze y;(xo) = n; definované na celém intervalu
J.

Dikaz: Jednoznacnost plyne z véty XVIIL.4.5. Z téze véty plyne, Ze existuje feSeni
na néjakém okoli bodu . UkdzZeme, ze feSeni je mozno prodlouzit na cely interval
J. Konkrétné provedeme dtikaz, Zze je mozno prodlouzit na ¢ist od xg napravo,
prodlouzeni nalevo je zcela obdobné.

Pfipomenime si oddil XVIII.2. Ozna¢me M mnoZinu vSech z € J,z > xo tako-
vych Ze existuje feSeni tlohy

yi(z) = / (Z aij(t)y; () + b,-(t)) dt +mn;
zo
na (zo, z). Ozna¢me s = sup M. Pokud by M nebylo celé J N (xq, +00), muselo by
byt
(1) s konecné a
(2) se J\ M.

((1) je zfejmé; co se tyce (2), bud je s < sup J a potom, kdyby FeSeni bylo definovino
jesté v s, je podle XVIII.3.3 definovano jesté v néjakém okoli bodu s, nebo je
s = supJ a potom s nesmi byt v M ale musi byt v J, protoZe je to jediny bod,
v ném?z se jesté mize J N (xg, +00) od M lisit.)

Jelikoz a;;, b; jsou definovany a spojité na (zg, s), jsou tam omezené, dejme tomu

laij(x)] < A,  |bi(z)| < B.

Zvolme ¢isla C, a dostateéné velkd takova, aby
C azx
a>2nA a  B(s—mzg)+maxn; < 2¢ °.

Definujme M jako podmnozinu M tvofenou témi body, v nichZ pro Feeni nai tlohy
plati
lyi(z)| < C- €.

M je ziejmé oteviené v M. Pfipadnym zvétSenim konstanty C' dosdhneme toho,
Ze je i neprazdné. Ukadzeme, Ze je i uzaviend, ¢imz bude, vzhledem k tomu, ze M
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je souvisld (pfipomenme si XVIL.6) dokdzano, Ze je rovna M. Staéi oviem ukazat,
Ze je uzaviend na limity rostoucich posloupnosti (pro¢?). Necht tedy (z,). roste,
z, € M a ¢ = limz,. VSimnéte si, Ze nepredpokladime, ze by & bylo v M; to z
nasledujiciho vyjde samo a bude jesté dale pouZito.

Ze spojitosti mame hned |y;(z)| < Ce®* na (zg,&) a tedy podle 1.2 existuje
integral, ¢
| (et +bo)

Zo
a je roven lim,_,.- f;o (...) = lim,_,¢- y;(x,). Dodefinujeme-li pfipadné y;(§) touto
hodnotou (bylo-li jiz y;(x) definovdno, nic se vzhledem ke spojitosti nezméni), mame
feSeni soustavy prodlouZeno do & véetné (a tedy £ € M). Mame ale

¢
/z (Z ai; (t)y; (t) + b; (t)) dt + m;

AC
< ”Teag + B(§ — m0) + |mi| < Ce™,

13
< / (nA - Ce* + B) dt + ni] <
zo

takze nejen, Ze & je v M, ale je také jesté v M. Je tedy M = M. Ted ale pfijde
ke cti to, Zze jsme o & predem nepredpokladali, ze je v M: Bod s mizeme také
napsat jako limitu rostouci posloupnosti prvka z M (a tedy z M ) aje tedy v M ve
sporu s predpokladem s € J\ M (coZ, pfipominam, bylo disledkem p¥edpokladu
M # JN{zg,+00)). Tedy mdme M = J N (xg,+00). O

1.4 DUSLEDEK: Budte a;(z),(i = 1,...,n — 1),b(x) spojité na intervalu J, bud

xo € J, budten;, i =1,...,n — 1 redilnd ¢isla. Potom md rovnice
n—1 ]
y ™ (@) + ) aj @)y (z) = b(=)
j=0

(prdvé jedno) Feseni na intervalu J, spliujici poZadavky y&)(zo) = n;.

1.5 POZNAMKA: Na predchozich turzenich je podstatné to, Ze se veseni daji prodlou-
Zit na cely interval, na kterém jsou definovdny funkce a;;,b; (resp. a;,b). Lokdlni
existence a jednoznacnost je dana jiz vétou XVIILJ.5.

Vsimnéte si, jak je linearita podstatnd: Reseni rovnice

yI:1+y2

(viz XVIIL.5.3.2) jsou funkce tg(x + ¢), vSechny definovdny jen na omezenych in-
tervalech.

XIX.2 Prostory reSeni linearni soustavy.

2.1 V tomto odstavci jsou a;;(x), b;i(x), a;(z), b(x) definovany a spojité na intervalu
J. C(J) oznatuje vektorovy prostor v8ech spojitych funkci na J, C™(J) je vektorovy
prostor

C(J) x -+ x C(J)/.

~

~~
n

2.2 VETA: Systém vsech feseni soustavy (L) tvori linedrni mnoZinu 3o +W v C™(J),
systém viech teSeni soustavy (L) tvofi linedrni mnoZinu yo+W v C(J). PFitom jsou
vektorové podprostory W soustavy vSech Teseni piislusngch homogennich iloh.
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Dukaz: Provedeme t¥eba pro (L). Zfejmé, fe8i-li §¥ = (y1,.-.,Yn), 2 = (21, -, 2n)
pfislusnou homogenni tlohu (L—hom), fesi ji i ay + 7} vektor sloZeny konstant-
nich nulovych funkci (L—hom) samozfejmé fesi a tedy je systém vSech feSeni Glohy
(L—hom) vektorovy podprostor W prostoru C™(J). Necht nyni 45 = (o1, - - -, Yon)
fesi (L). Je tedy

Yoi = Zaiijj + bi.

Rest-lig = (y1,.-.,yn) Glohu (L=hom), je y! = 3" a;jy; atedy (yoi+yi)' = yb;+y. =
> aij(yoj +y;) +bi, takze yp+ ¢ fesi Glohu (L). Naopak je-li Zlibovolné feSeni tlohy

(L), je
yOz Z az] Z/o;

takieZ—y'aeWakonecnez:yo+(z—yo)€y0+W. O

PoOzZNAMKA: Vsimnéte si ndpadné podobnosti s tvarem Feseni linedrni algebraické
soustavy rovnic (VIIL.3.8). Jde samoziejmé o stejny princip.

2.3 VETA: V obou pfipadech z predchozi véty maji linedrni mnoZiny dimenzi pravé

n.

Dukaz: Provedeme pro systém (L). Budte 41, ...,y, FeSeni (L—hom), bud p > n.
Potom maé line4rni algebraicka soustava rovnic

Y11(@o) - a1 + y21(To) a2 + - + yp1(z0) rap = 0
Yin(To) - a1 + y2n(20) - @2 + - + Ypu(T0) "y = 0
v nezndmych ag,...,a, netrividlni feSeni (mé totiz cely prostor dimenze p — n

feSeni). Jedno takové vezméme a polozme

p
j=_ aifi
i=1

Specidlng mame §(zg) = (0,...,0). Jedno takové FeSeni soustavy (L—hom) ale
znéme, totiz & = (constg,...,constg). Z véty o jednoznacnosti tedy plyne, Ze
> | iy = 0 a vidime, Ze soustava i, ...,y je zavisld. Na druhé strang, n ne-
zavislych feSeni jisté existuje: vezméme ¢; = (yi1,-..,Yin) takové FeSeni, Ze plati
yij(xo) = 95, tedy gi(zo) = & = (0,...,0,1,0,...,0) (1 na i—tém misté). Je-li
> ;i = o, je po dosazeni xo specidlnd Y a;€; = (0,...,0) a tedy a; = 0 pro

vechna 7. O

2.4 Wronského determinanty Jsou-li 41, ...,y feSeni soustavy (L—hom), po-
lozime
yll(x)7 LR yln(m)
W (i, 4n) (x) =
Yn1 (), -y Ynn(2)
Pro fegeni y1, ...,y rovnice (L—hom) se zavadi
yl(x)a [ yn(m)
yi(e), - yn(@)
Wys-ooyn)@) = | 207 T

() v ()

5 ey

Funkce W (41, ..., yn) resp. W(y1, ..., yn) se nazyvaji Wronského determinanty (ne-
bo Wronskidny) pfisluinych soustav.
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PozNAMKA: Uvédomte si, Ze druhy piipad je vlastné specidlnim pFipadem proniho,
ziskanygm pti standardnim piekladu z XVIIL. 2.

2.5 VETA: Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) vi,--.,Yrn jsou nezdvisld fesent,
(2) W(yi,---,yn)(zo) # 0 ve viech bodech intervalu J,
(8) W(yi,---,yn)(xo) # 0 v néjakém bodé intervalu J.
Obdobné pro Wronskidny dlohy (L).

Dikaz: Provedeme pro zménu pro (L):

(1)=(2): Necht (2) neplati, necht

y1(20), ) Yn (o)
Y (.on), i Y ('CEO)
Wy, yn)@o) = | 77 L=
-1 -1
TRICTY R
Potom existuje oy, ..., a, netrividlni feSeni soustavy rovnic

y1(zo)ar + -+ + yn(To)an = 0

"V (@o)ar + - +y D (@o)an = 0.
Polozime-li y = } a;y;, méme specidlné¢ y(zo) = 0,y'(z0) =
0,...,y™ Y(zy) = 0. Takové feseni tlohy (L—hom) ale jiz zname, totiz
constg. Z jednoznacnosti tedy dostavame Y auy; = consty a y1,-..,Yn

jsou tedy zavislé.
(2)=(3) je trividlni a (3)=(1) (totiZ, non(3) = non(2)) také.

O

XIX.3 Metoda variace konstant

Jde o metodu, kterd umoziuje nalézt feSeni soustavy (L) resp. (L), méme-li jiz

nalezenou bézi feSeni soustavy (L—hom) resp. rovnice (L—hom). T¥ebaZe druhi je
specialni pfipad prvni Glohy, pfedvedeme postup radéji pro oba ptipady.

3.1 Soustava (L): Mé&jme yi = (Y11,---,Y1n), Y2, - - - » Y, b4z FeSeni soustavy (L).
Pokusime se najit feSeni ve tvaru

o(z) =) ci(2)gi(x)
(pfipomeiite si XVIIL.5.7!). Mame
Z/éj = Z ajkYik
k

a tedy

Yoj = Z Ciyij + Z ciyi; = Z ciyij + Zciajkyik =
i i i ik
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= Z Ciyij + Z Ak Z CilYik = 2 Ciyij + Z ajkYok
i k i i k
a tedy jde o to, miZzeme-li najit funkce ¢;(x) takové, aby bylo
Zcé(m)yij(ar) = bi(z).

A to mozZné je. Vzpomeiite si na Cramerovo pravidlo: Oznalime-li W;(z) funkci
ziskanou nahrazenim i—tého sloupce ve Wronskidnu sloupcem

bl (.’L')

mame

Wi, 90 (@)

a jmenovatel je podle 2.5 stile nenulovy. Tedy staci poloZit

W;
“r / Wi, n)
3.2 Rovnice (L): Vezméme bazi y1(2),.. ., yn(z). Pokousime se najit feeni tvaru
y(@) =3 cil@) - yila).
Plati ylg") + Z;‘;OI aiylgj) = 0. Pozadujeme-li tedy, aby

(1) > d@)yF () =0

pro k=0,...,n — 2, budeme dostavat

S cil@)i(a),

QE\
—~
8
~—
I

y* V@) = Y ey ().
Pridejme pozadavek
2) 3 @)y (@) = b(z).

Potom bude

yW(z) =3 ci(z)y" () + b(x)

a mame

y™ () + Ti ai(z)y" (z) = b(x).
k=0

Podminky (1) a (2), které jsme na ¢ polozili vedou opét k FeSitelné algebraické
soustavé, nebot determinant levé strany je piisludny, stile nenulovy, Wronskidn.
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XIX.4 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.

4.1 V tomto odstavci se budeme zabyvat tim p¥ipadem tloh (L) a (L), kde funkce
a;; resp. a; jsou konstanty, a popiSeme postup jak ziskat Gplny systém feSeni. Vzhle-
dem k tomu, co jiz vime z pfedchoziho, bude stadit zabyvat se Glohami (L—hom) a
(f/—hom). Jedno potiebné feSeni rovnic s pravou stranou, je-li tato nenulova, ziska-
me tieba metodou variace konstant. V nékterych konkrétnich pripadech je ostatné
mozno uzit jednodu§§iho postupu, o ¢emz si na zavér také néco fekneme.

Podrobngji se budeme zabyvat p¥ipadem (L) — jednou linedrni rovnici n—tého
fadu. S tim se student asi bude v praxi setkdvat Castéji. P¥ipad n rovnic prvniho
fadu je analogicky, i kdyz technicky naro¢néjsi. V tom pijdeme tak daleko, aby jiz
bylo z analogie patrno, jak se dokon¢i detaily.

4.2 Charakteristicky polynom: Méme danu tlohu
1) y™ +an 1™ Y+t ay +aoy =0,

kde a; jsou konstanty.
Vime, ze k tomu, abychom méli Gplny systém feSeni, je potfeba najit n linedrné
nezévislych feSeni. Zkusime je najit ve tvaru

y(z) = 2.

Pro tuto funkci plati
y(k) (.’L‘) — )\ .2

a tedy dosazenim do rovnice (1) dostaneme
e (A" 4+ apn_1 A"+ -+ ard +ag) = 0.
JelikoZ e** je vzdy nenulové, rovnosti dosdhneme pravé kdyz
pA) = A" +a, A"+ +agd+ag =0.

Polynom p se nazyva charakteristicky polynom tlohy (1).
Vidime, ze je-li X kofenem charakteristického polynomu, y(z) = e** ¥esi dlohu

(1).

4.3 V ptipadg, ze A1, ..., A, jsou rizn4 &sla, eM?, ... e ? tvoif nezdvisly systém.
DokaZte to jako cvideni (vypoctéte Wronského determinant a vzpomeiite si na Van-
dermondiiv determinant z X.2.9). JelikoZ s timto ale vzdy nevystacime, dokdZeme
si trochu silnéjsi

LEMMA: Budte \1,..., A\, riznd komplexni ¢isla, pi(x),...,pr(x) polynomy. Je-li

n
> pji(x) - e®
i=1

identicky nulovd funkce, jsou vsechny polynomy p; nulove.

Diikaz: Necht tomu tak neni. Potom existuje protiptiklad. Mezi protipfiklady vy-
bereme takovy, ze

(a) maximAlni ze stuphi p;(z) je nejmensi mozny, a

(b) pocet polynomt p;(z) s timto maximalni stupném je nejmensi mozny.
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(Pfitom chdpeme jako stupeni konstantniho nenulového polynomu jako 0, u kon-
stantniho nulového polynomu —1. Mame-li tedy polynom neziporny stupen, deri-
vovanim se tento stupen snizi o 1.)

Méame identicky

n
1) > pj(@)erT =0
=1
Zderivovanim této rovnice dostavame
n n
(2) Zp; (z)eN® + Z Ajpj(x)eM® = 0.
j=1 j=1

Dejme tomu, Ze p; (z) mé maximalni stupeii. Odecteme rovnici (1) vyndsobenou A
od rovnice (2). Dostaneme

3) pi(@)e” + Z(()‘j = A)pj(@) + pj(2))ed T =0

/\1z )\jz

Stupeit polynomu u e se snizil, stupeh polynom u ostatnich e se nezvysily.
Podle volby nageho protipiikladu (podminky (a) a (b)) a vzhledem k tomu, Ze jsme
u eM? predpoklddali maximalni stupef, (3) jiz protipiikladem byt nesmi a musi
tedy byt
pi(z) =0 a
(Aj = M)pj(x) +pj(x) =0 proj > 1.

Jelikoz A; # A1, plyne z druhé rovnice okamzité, ze p; = 0 pro j > 1. O p; z prvni
rovnice vime jen to, Ze je konstantni, ale C' - e** =0 jen kdyz C =0. O

4.4 DUSLEDEK: Budte A1, ..., A ruznd c¢isla. Potom systém
eM?T geMT | ptreM? re® gerat  gs2pher
oL, €T T gk etk
je pri libovolné volb€ nezdpornych celych cisel s1,. .., sy nezdvisly.
4.5 Nejjednodussi pripad: Necht charakteristicky polynom m4 n raznych redl-
nych kofent Ay, ..., \,. Potom podle 4.2 a 4.4 mame bézi Gplné soustavy resSeni
M L etnT

Problém je tedy v tom, co mame délat s komplexnimi kofeny a jak se vyrovname s
pfipadnou netrividlni nasobnosti nékterych koteni.

4.6 Komplexni kofeny: Jelikoz se zabyvame diferencidlnimi rovnicemi v realném
oboru, charakteristicky polynom ma4 realné koeficienty a tedy ke kazdému kofenu je
téz Cislo komplexné sdruzené kofenem. Jelikoz tedy kofen

Aj = oy +1B;
neni redlny, mame pro néjaké k # j

)\k =a; — lﬂj.
(Komplexni) funkce e*i® a e**® v nasi bazi nahradime (redlnymi) funkcemi
e*% cos Bjx a  €e%%sinfx.

(Kde se to vzalo bude patrno v kapitole o komplexni analyze. Souvis{ to s tim, Ze
e i e * se daji napsat jako linedrni kombinace funkci sinx a cosz, a Ze naopak
sinz a cosz se daji napsat jako linedrni kombinace funkci e a e™**.)
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4.7 Nasobné kotfeny: Oznafme

n—1

L) =y™ + ) ayt.
=0

Budeme nyni £ aplikovat na funkce y(x, ), které kromé proménné z jesté zavisi na
parametru A\. Potom méame

n n—1 a]
L(y) = B Y + Z 57
=0

Podle XIII.4.2 mame

O piy=22" _90 0 (%
W = gyt = gy =< ()

a obecnéji
ok ok
pELWw) =L (WO -

méme (viz 4.2)

L(y) = - p(N).

Specilng pro y(z,\) = e*®

Tedy

Llate) = (a%y) = @ 500

Indukeci snadno zjistime, Ze

k
%(eAx -p(N)) = Z (’;)p(j) (\) cgh—dehT

Jj=1

Je-li A k-nasobny kofen polynomu p, je téz

ze z2e?, .. gh et
Tedy za k-nasobny kofen dostaneme k funkci; podle 4.4 je takto ziskany systém
nezavisly a jelikoz sestava z n funkci, je to base, kterou jsme potiebovali.

Za sdruZenou dvojici komplexnich kofenti a+ i3, a —i8 stupné k bereme oviem

k—leaz

e*®sin Bz, xe**sinfr, ... ,x sin Bz,

xk—l azr

e*® cos fx,xe** cos fxr, ... e*® cos fx.

4.8 Systém n rovnic: UvaZujme tlohu
n
Jj=1

s konstantnimi a;;. Zkoumejme, zda m4 feSeni tvaru

(1) yi = c; - 2.
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Pro takové reSeni by muselo byt
Ac; - e = E a,-]-cje’\m

a po vydéleni (nenulovym) e** dostédvdme podminku
n
(2) )\Ci = Zaijcj (i = 1,...,n),
j=1

jejiz splnéni z¥ejmé stadi k tomu, aby (1) bylo FeSenim.

Trochu terminologie: &islo A takové, Ze existuje nenulovy vektor (cy, ..., ¢,) spl-
fujici (2) se nazyva vlastni ¢islo matice (a;;), ty netrividlni vektory (ci,...,cn) se
pak nazyvaji vlastni vektory. Jde tedy o to najit vlastni ¢isla a vlastni vektory ma-
tice A = (a;j). Ozna¢ime-li E jednotkovou matici, jde ndm o netrividlni ¢ takové,
7e

ME¢T = A7,
coZ mizeme prepsat na
(A-XE)ZT =5T.

Kdy ma takovato soustava rovnic netrividlni feSeni? Pravé kdyz jeji matice neni
regularni, t.j. kdyz

a1 — A, a2, ..., Q1p
a21 ag22 — A - as
det(A — \E) = ) SR no =0
Anl, an2, ERE] ann_)\

Snadno vidime, Ze jsme podobné jako v 4.2 dostali polynom n—tého fadu a ze feSeni
maji co délat s jeho kofeny. Tentokrat je situace komplikovanéjsi. Nejen proto, ze
viibec sestaveni naseho polynomu dé vic prace. Mame-li kofen nalezen, loha zdaleka
neskoncila. Musime jesté hledat vektor nebo vektory s nim spojené. To ovSem neni
tézké, resit algebraické linedrni rovnice umime. Komplikace je vSak jesté v néfem
dal3im: nasobnost kofen se mlze projevit dvéma, zptusoby. Hodnost matice A —
AE muze klesnou az o jeji ndsobnost. Potom mame dostateéné mnoho nezavislych
vlastnich vektora s timto A spojenych a tyto vlastni vektory nam daji dostateéné
mnoho FeSeni typu (1). Hodnost ale miZe klesnou o méné a potom pfichazi na fadu
feSeni podobné fesenim ze 4.7. Neptijdeme do podrobnosti; radéji si budeme situaci
ilustrovat na tfech prikladech:

v = un i = 0 “io= n
(A)  y3 = w (B) w5 = w1ty C) vy = 2 .
yé = U3 yé = Y2+ ys y’3 = y2tys3

Ve vsech tfech p¥ipadech méme trojndsobny kofen 1. V pfipadé (A) klesne hod-
nost ze 3 na 0 a situace je jednoducha: mame tfi nezévislé vlastni vektory, tieba
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) a to ndm d& nezavisla feseni

(ew707 0)7 (07 ez70)7 (07 07 ew)'

Naopak v pFipadé (B) klesne hodnost jen o 1 a p¥imo dostaneme jen feseni (0,0, €®).
Dalsi feseni pak jsou, v jakési analogii s 4.7, tfeba (0, e”, ze®) a (2e%,2ze®, x2e®).

Ptipad (C) je smiSeného charakteru. Hodnost klesne o 2 a ,zdkladni“ feSeni
dostaneme dvé. T¥eba (e*,0,0) a (0,0,e*). Ta potom doplnime (napf.) FeSenim
(0,€®, ze®).

Zatim co se otézka nasobnosti jak vidime proti pfipadu jedné rovnice n—tého
fadu zkomplikovala, s komplexnimi kofeny se miizeme vyporadat zcela analogicky
jako difve: e~ %% a €% nahradime sin Sz a cos fz.
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4.9 Specialni pravé strany: Zase se vratime k jedné rovnici n—tého fadu. Jsou-
li pravé strany polynomy, nebo e**,sin ax nebo cos az, je mozno feSeni najit mezi
funkcemi stejného charakteru. Za predpokladu, Ze takové prava strana neni sama
FeSenim piislusné homogenni rovnice, je mozno hledat feseni

e v prvnim pfipadé mezi polynomy stejného stupné,

1

e v druhém p¥ipadé ve tvaru C - e** (snadno zjistime, ze dostaneme C = @)

kde p je charakteristicky polynom),
e ve tietim a ¢tvrtém pripadé jako kombinaci C'sin ax + D cos az.

Je-li prava strana feSenim homogenni rovnice spojené s kofenem néasobnosti k, hle-
dejte feseni mezi uvedenymi funkcemi, ale vynésobenymi jesté z* (jako bychom v
metodé z 4.7 postoupili jesté o jeden krok).

Neni asi nutné dodévat, ze je mozné takovato feSeni kombinovat. Mame-li feSeni
y; rovnice L(y) = b;(z), Fedl v1y1(2) + Yoy2(x) rovnici

L(y) = 71b1(z) + y2b2(z).

Mozn4, Ze stoji za to ujasnit si rozdil mezi pfipadem pravé strany, kterd je ¢i
neni feSenim piislu§né homogenni rovnice na nasledujicim pt¥ipadé, ktery ma dost
jasnou fysikalni interpretaci. Rovnice

y//+w2y:0

popisuje kmity né&jakého systému, kterému neni nic vhucovano zvenci. Tomu odpo-
vidaji feSeni a cos wz + bsin wz. Dejme tomu, Ze za¢neme zvendi vnucovat kmity jiné
frekvence a, coz vyjadiujeme pravou stranou sin ax. Pro rovnici y” + w?y = sin az
zkusme feSeni A sin ax + B cos az. Po zderivovani dostaneme

—Aa? sinax — Ba? cosaz + Aw? sin az + Bw? cosaz = sin az

¢emuz vyhovime, bude-li A(w? —a?) =1 a B(w? — a?) =0, tedy
B=0 a A= ——
Kmity systému se tedy ustali na

1 . .
—5 5 SInaT + acoswT + bsinwz.
w? —a

Vidime, ze ¢im je frekvence vnuceného kmitani blizsi, tim bude vétsi amplituda
vynuceného kmitdni (aniZz bychom p¥imo amplitudu zvySovali zvendi). Budeme-li
ale vnucovat kmity v pfirozené amplitudé soustavy, dojde k resonanci, coz se projevi
v TeSeni typu z sin wz, kde amplituda neomezené poroste.



XX Vicerozmeérny integral

Cilem této kapitoly je dosti jednoduché rozsifeni Riemannova integrilu z kapitoly
XV na funkce vice proménnych. Zatim pijde jen o specidlni piipad funkci definova-
nych na vicerozmé&rnych intervalech (kvddrech). Nebudeme tedy jesté umét integro-
vat ani pies tak jednoduché obory, jako je tfeba kruh v dvojrozmérném piipadé. To
se napravi v dalsi kapitole, kde se dovime o integrovani ,libovolnych rozumnych®
funkei pres ,libovolné rozumné“ obory.

XX.1 Riemannuv integral na vicerozmérném inter-
valu.

1.1 (Kompaktnim) intervalem v n-rozmérném euklidovském prostoru E,, rozumi-
me soucin

J = <a1,b1) X X (an,bn),

kde {a;, b;) jsou kompaktni intervaly v R.

Rozdélenim D takového intervalu J rozumime n—tici Ds,...,D,, kde D; je
rozdéleni intervalu {(a;,b;) ve smyslu z XV.2.1. Rozdéleni D = (D,,...,D,) je
zjemnéni rozdéleni D' = (Dj,..., D)) jestlize D; zjemiwuje D} opét ve smyslu z

XV.2.1, a stejné jako tam mame

PozoROVANS: KaZdd dvé rozdéleni maji spoleéni zjemnénd.

Abychom trochu zkratili zapisy, zavedeme jesté pojem clenu rozdéleni D =
(Dl, .. ,Dn) Je to kterykoli interval K = <t11’1,t1,’1+1> X ... X <tm'n;tnin+1); kde
Dy, itgo < -+ <tgpmy, 0<i; <7(j). Mnozina vSech ¢lenti podrozdéleni D bude
oznacovéna |D)|.

Objem intervalu J = {a1,b1) X - -+ X {an,by,) je &islo

vol J = (b1 —al) - (bg —02)-'-(bn —Cln).

1.2 Bud f omezend funkce na intervalu J, bud D rozdéleni J. Dolni (resp. horni)
sumou funkce f v rozdéleni D rozumime ¢islo

s(f,D) = 2 mg - vol K resp. S(f,D) = Z Mg -vol K,
Ke|D| Ke|D|

kde mg je infimum a Mg maximum funkce f na intervalu K.

Uvédomte si, ze v dimenzi 1 se jedné pfesné o totéz jako v XV.2.2 a zZe geomet-
rickd interpretace jako dolni a horni aproximace objemu Gtvaru pod grafem funkce
f je zcela obdobné tomu, co bylo diskutovano v XV.1.

Zcela obdobné jako v XV.2.4 dostaneme

31
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TVRZENI: Pro libovolnd dvé rozdéleni D a D' plati s(f,D) < S(f,D")
a definujeme dolni a horni Riemanniv integral

/ f = supp s(f. D), / f =infp S(f,D)
g J

a pfi rovnosti téchto hodnot mluvime o Riemannové integralu a piSeme prosté

/
J
Ilebo) pOdObIle ja‘lio v I:a‘pitOIe :i )

o zn)da .3, %) d7.
/Jf(mla J'Z.) T z /]f(m) €Z

1.3 Prakticky doslovnym opakovanim dikazu z XV.3.1 se opét ziskad

VETA: Jsou-li f,g Riemannovsky integrovatelné na J a o, 8 redlnd ¢isla, je af + B9
Riemannovsky integrovatelna a plati

/J(af+ﬂg)=a/Jf+ﬂ/Jg-

XX.2 Existence integralu ze spojité funkce.

2.1 Rovnéz pro nasledujici tvrzeni nepotfebujeme na Gvahach z XV.2.6 nic ménit.

VETA: Funkce f je Riemannovsky integrovatelnd prdvé kdyZ ke kaZdému ¢ > 0
existuje rozdeélent D takove, Ze

S(f,D)—S(f,D) <e.

2.2 VETA: Spojitd funkce na intervalu J je Riemannovsky integrovatelnd.

Diikaz: Ani zde neni nic nového proti pfislusnému dikazu z kapitoly XV. Dikaz
ale provedeme, abychom si zvykli na pozménénou situaci.
Podle XI1.5.10 (a ov8em XII.5.6) je f stejnomérné spojitd. Pro € > 0 zvolme &

tak, aby
€

o(Z,9) <6 =|[f(%) - f@)| < ol

Zvolme rozdéleni D tak jemné, aby

VK € |D|,Z,5€ K = o(Z,%) < ¢

(Ze to jde je zfejmé; zvlast snadno je to vidét, pracujeme-li v E, s metrikou
o((z1,--+,%n), (Y1,---,Yn)) = max;|z; —y;|). Tedy pro Mk a mx z 1.2 méme
Mg — mi < 457 ajelikoz ziejmé
> volK =vol J,
Ke|D|

mame

S(f,D)~s(f,D)= > (Mg —mg)volK < 5”- 3 volK =e.
Ke|D| vo Ke|D|

O
2.3 Zcela bezprostiedni je
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VETA:
L[, f| < [, 1f] (emistuji-li piislusné integrdly).
2. Budte f,g Riemannovsky integrovatelné funkce na J, bud f < g. Potom fJ <

Ir9-

3. Specidlné, je-li f(Z) < C pro néjakou konstantu C, plati

/fSC'VOIJ.
J

XX.3 Fubiniova véta.

Teprve v tomto odstavci se dostavame opravdu k nééemu opravdu novému.

3.1 VETA: Budte J' C E,,J" C E,, intervaly, J = J' x J", bud f spojitd funkce
definovand na J. Potom

/f Z, ) dif = /( i f(a'u’,gj')dgj‘) df:/” ( i f(f,g')df) d

Dukaz: Dokazeme tieba prvni rovnost, druhd je zcela obdobna. Oznatme F (%) =
[ F(&,7) dj. Mame dokazat, ze
[i=]r
J J!

Zvolme rozdéleni D intervalu J takové, aby jiz bylo

/f—€<8f, D)< S(f,D /f—a

Rozdgleni D intervalu J = J' x J" je sestaveno z néjakych rozdéleni D’ intervalu
J' a D" intervalu J". Pfi tom je
|D| = {K'x K"|K" € [D'|, K" € |D"[}

a kazdy ¢len D se objevi ve tvaru K' x K" pravé jednou. Mame

F@@) < Y maxgexr f(&,7) - vol K"

Klle‘DlIl
a tedy
< ¥ s ( Y masger f(2) - volK”) -volK' <
KIE‘DI KIIE‘DII
Z Z maX(‘aﬁ)eleKu f(.fi", :_17) - VOl K” - VOl KI =
KlelDll KIIElDIIl
= Y maxserxin /() -vol(K' x K") = 5(§,D)

K'xK'"¢€|D|

a obdobné
s(f, D) < s(F,D").

Méame tedy

/Jf—ESS(F,D’)S_/JIFS _JIFSS(F,D)S/Jf+6

a tedy [, F existuje a je roven [, f. O

PozNAMKA: Jde ovsem o tu rovnost. Ezistence integrilu F plyne z toho, Ze F je
spojitd, coZ se snadno ukdZe na zdkladé stejnomérné spojitosti funkce f a 2.3.3.
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XX.4 Diniho véta a jeji diisledek.

4.1 VETA: Necht f,, jsou spojité na intervalu J, necht f, stejnomérné konverqguji k
funkci f. Potom plati

f= lim fn
J

n—oo

Dikaz: Bude zcela obdobny dikazu XV.7.1, vlastné snazsi, ale provedeme ho.
Zvolme € > 0 a k nému ng takové, aby pro n > ng bylo

. €
(@) = £@)] < .

Ozna¢me mg, Mg jako v 1.2, pro f, ozna¢me pfislusné hodnoty m’%, M7. Je tedy

€
fmc = micl, 1M - volJ
a odtud

|s(f, D) = s(fa, D)| < Z |mg —mk|-volK < e

Ke|D|

(opét uzivame toho, Ze 3 ¢ p vol K = vol J) a obdobné

|S(f7D) - S(fn7D)| < E.

Zvolme nyni rozdéleni D tak jemné, aby

/f—s<sf, D) < 5(,D /f+6

Potom

/f—zs<s(f, )& < 8(fa, D /fn_

< 8(f. D) SS(f,D)+6§/f+26-
J

Tedy lim [; fr = [ fn. O

4.2 OzNACGENI: Necht f,, jsou redlné funkce ma néjaké mnoziné X. Budeme psdt
fn S f resp. fn \( f jestliZe pro vSechna x je (fn(x)), neklesajici resp. nerostouci
posloupnost a lim,_,, fr(z) = f(z)

4.3 VETA: (Diniho véta) Necht f, jsou spojité redlné funkce na kompaktnim pro-
storu X. Necht f,, \ 0. Potom f, konverguji stejnomérné.

Diikaz: JelikoZ se jednd o spojité funkce na kompaktnim prostoru, kazd4 z nich na-
byvé maxima, dejme tomu f,, v bodé& x,,. Zfejmé stali dokdzat, ze lim,_, oo fr(zyn) =
0.

Necht existuje protiptiklad. Potom existuje i protipiiklad takovy, Ze

1. Vn, fn(xy) > o pro néjaké pevné g9 >0, a
2. x, konverguji k néjakému bodu z € X.

(Z prvniho daného protip¥ikladu — takového, Ze neni lim f,(z,) = 0 — miiZeme
vybrat mengi systém f,, aby (1) jiz platilo. Potom znovu pouZijeme kompaktnosti:
vybereme podposloupnost posloupnosti z,,, kterd konverguje, a pfebyteéné funkce
fn opét vySkrtdme.) Nyni ale pro k > n mame

fn(zr) > fr(xr) > €0

a tedy fn(z) = fo(limy xx) = limg fn(zx) > €0, coZ je spor, nebot limy o0 fn(z) =
0. d

4.4 7 vét 4.1 a 4.3 dostavame okamzité
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DUSLEDEK: Necht f, jsou spojité funkce na intervalu J, necht f, \, 0. Potom



XXI Lebesguetiv integral

XXI.1 Limita za integra¢nim znamenim.

1.1 V této kapitole si proti predchozim zna¢né roz$ifime moznosti integrovani.
Nadto ziskdme integrél, se kterym se mnohem bezstarostnéji pocita nez s integralem
Riemannovym: Podminky, za kterych bude mozno provadét Gpravy budou velmi
pfehledné a snadno ovéfitelné.

1.2 Kli¢ovym momentem bude otdzka pfechodu s limitou za integra¢ni znameni,
t.j. otazka, zda a kdy plati

(%) /Jlirrbn fn= liran/an.

To mé dalekosdhly vyznam. Nejde jen o formuli (x) jako kalkula¢ni pravidlo. Kro-

vvvvvv

a zjistime-li, Ze rovnost (x) plati (nebo je vibec pFipustné — co tim myslim bude
patrno z nasledujiciho), mZeme poditat (nebo dokonce, nebude-li dosavadnimi pro-

posloupnosti ¢isel.
1.3 PRIKLADY:

1. Dirichletova funkce: Riemanntv integral z funkce f nabyvajici hodnoty 1 v ra-
cionalnich bodech a 0 v iracionélnich bodech samoziejmé neexistuje. Sefadme
racionélni body do posloupnosti

1,72y« 5Tpy.--
definujme mnoziny
" 1 1 11
j=1

a polozme
1 pro x € My,

fin(2) = {0 jinak.

Ziejmé Riemanntv integral fol frn existuje a plati

1
2
/ fen < Z pro vSechna n.
0

Piedstavme si, ze bychom mohli volné uzivat (x). Polozme fj, = lim fi,. Do-
stdvame
/ 1 2
fr <+
0 k

36
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a jelikoz ziejmé plati 0 < f < fi, zjistime novym limitnim pfechodem podle &,
7e fol f =0, coz celkem odpovida intuici: f je nenulové v nepodstatné mnoha
bodech.

2. Obecnéjsi obor, pres néj by bylo mozno integrovat vicerozmeérnym integrdlem:
Bud A libovolnd omezend uzaviend podmnozina v E,, f spojitd funkce defi-
novana na A. Tu obecné zatim neumime Riemannovsky integrovat. Polozme
B ={z | o(z, A) > 1}. Podle XVIL.2.3 miizeme f rozgifit na spojitou funkci
fn dodefinovanou na A jako f a na B,, hodnotami 0. Tu ovSem neni problém
pfes dost velky kvadr integrovat. Pfitom lim f, je funkce definovand stejné
jako na A a nulova jinde, takZe jeji integral by byl dobra definice integralu z
f pfes A.

1.4 Rovnost (*) jiz zndme za pfedpokladu stejnosmérné spojitosti. To miZe byt
uzitetné v nékterych vypodétech (a i v teorii se ndm to bude hodit), ale pro acely o
kterych jsme pfevazné mluvili, nAm to moc nepomuze. Stejnosmérnd limita zacho-
vavéa spojitost. To je véts§inou vyhoda, ale ted zrovna ne: My se spi§ potFebujeme
dostat z mezi spojitosti.

1.5 Obecné& (x) uréité nemiiZe platit: Na intervalu (—1,1) definujme funkce
fn takto:
0 pro z < —%
_Jn+nPzpro—L <z <0
fn() = n—nlzpro0<z<
0 pro z > %

3=

(viz obréazek)

31+
3=

1)
Z¥ejmé je f_ll fn = 1 pro kazdé n. Déle definujme g,(x) = 0 pro  # 0, g,(0) = n.

Nyni méame fil gn = 0 pro kazdé n. Jenomze lim f,, = limg, a tak (x¥) nemlze
platit.

Tento pifklad mohl p¥inést jakési zklamani. Casem ale uvidime, co se stalo.
Z kritérii v §5 bude posloupnost f,, na prvni pohled podezield, o funkcich g, vSak
zjistime, Ze konverguji vhodnym zptsobem. Ta kritéria nas totiz ujisti, Ze jakmile f,,
konverguji monoténng, nebo jsou rozumné omezené, (x) plati. U nasi posloupnosti
fn neni splnéno ani jedno ani druhé, g, konverguji monotdénné.

1.6 Integral, ktery v této kapitole ziskdme je ekvivalentni s integralem Lebes-
gueovym. Misto pivodniho Lebesgueova pfistupu se ale budeme drzet konstrukce
pochézejici od P.L.Daniella.

XXI.2 Prvni opatrné rozsireni Riemannova integra-
lu

2.1 UMLUVY: V této kapitole budeme slovem funkce minit vzdy funkci na FE, na-
byvajici hodnot v R U {—o00, +00}.

Spojitd funkce s kompaktnim nosicem je spojita redlna funkce takova, ze f(z) =
0 az na néjakou omezenou mnozinu. Mnozinu téchto funkci budeme oznacovat

Z
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(bude-li pozdé&ji pot¥eba objasnit o které E,, se jednd, udélame to; zatim to potieba
neni).

Pro funkce f € Z je zfejmym zplisobem moZno definovat integral (vezmeme-li
libovolny interval obsahujici nosi¢, bude pFisluny Riemannav integral stejny). Jeho
hodnotu oznac¢ime

If.

Pro funkce f, g definujeme ziejmym zpisobem max(f, g), min(f, g). Definujeme
dale kladnou a zapornou ¢ast funkce f, totiz

ft =max(f,0), f~ = —min(f,0).
POZOROVANT:
L f=fr—f Ifl=fr+1".
2. max(f,g) = 5(f+g+I|f—gl), min(f,g9)=35(f+g+If -9l
2.2 Zakladni vlastnosti: Pro obor Z plati
(A) o, €R, f,geZ=af +pg€ Z,
(B) feZ=|fleZ.
Pro zobrazeni 7 : Z — R plati
M f>0=1f>0,
(IT) Z je line4rni zobrazeni,
(II) Z, € Z,fp \\O0=>Zf, =0 (pfipomeiite si XX.4.4).
2.3 POZNAMKY:

1. Pro funkce na mnozinich funkci se ¢asto uZiva termin funkciondl. O cesté,
kterou budeme postupovat se ¢asto mluvi jako o metodé rozsifovini funkcio-
ndlu.

2. Metoda mé& mnohem obecnéjsi platnost. Proto budeme dbat na to, abychom
v této kapitole kromé (A), (B), (I), (II) a (III) jiz Zaddnych dalsich specifickych
vlastnosti spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em ani Riemannova integralu
nepouzivali.

2.4 7 vlastnosti 2.2 a pozorovani v 2.1 okamzité dostavame:

[<g = 1f<Iy,
f,9€ Z = max(f,g),min(f,g),f",f €Z.

2.5 Obory Z% a ZX: Definujme

ZR = {flafnezafn/(f}a

zx {F13fn € Z, fu\( f},
7z = ZzRyzK.

(Funkce ze Z* tedy jiz mohou nabyvat nekone¢nych hodnot.) Vimnéte si, ze Z C
Z8 N ZK | rovnost ale platit nemusi.
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2.6 VETA: Budte f,g € Z*,f < g, budte f,,9, € Z funkce, které o tom svéddi.
Potom
limZf, <limZg,.

(Pripoustime nekonecné hodnoty, takZe o existenci téchto limit neni pochyb.)
Dukaz: (a) Necht f, 7 f,9, \vg- Potom f, < f<g<gnaZlf,<Zg,.

(b) fu / fr90 7 g. Zvolme pevné k a definujme

hyn = min(gn, fr)-

h, zfejmé neklesd a mame
lim hn(w) = min(g(w), fk(w)) = fk(x)a

takze . .
hn / fr a fb—hn N0

a tedy podle (IIT) méme Th, = Zf;. Jelikoz g, > hy, mame Zg, > Thy, a
tedy
lim Tg, > Tfy
n

pro kazdé k a tedy téz lim,, Zg, > limy Z f.
(¢) fn ¢ f>9n ¢ g: pouzijme (b) na —f,, —f, —g, —gn-

(d) fn \l f:gn /‘ g: Potom fn —3n S hn = (fn - gn)+-
Jelikoz h,, N\ 0, mame lim Zh,, = 0 a kone¢né

UimZf, —limZg, = imZ(f, — gn) < 0.
O
2.7 DUSLEDEK A DEFINICE: Pro f € Z* muZeme definovat
If= liTanI frs

kde f, je libovolnd posloupnost funkci ze Z, konverguji monoténné k f.

2.8 Né&kolik bezprostiednich fakt (pozor na to, kde mluvime o Z* a kde o ZF
resp. ZK1):

(a) feZh & —f e ZK,
(b) f,g€ ZF resp. ZK = f+ g€ ZR resp. ZK aplati Z(f +g) = 7f + 1g,
(c) f€ZR a>0 (resp. « <0) = af € Z! (resp. € ZK) a plati Z(af) = oZf,
(d) fg€ 2, f<g=1Tf<Ty,
(e) f,g9 € Z® = max(f, g), min(f,g) € ZE.
2.9 VETA: Budte f, € Z®, bud f, / f. Potom je f € Z® a If, — Zf. Obdobné
pro fn € ZX a f, \( f.
Dukaz: Zvolme f, € Z tak, aby fnx }‘ fn a polozme

gn =max(fi; [1<i<n,1<j<n).
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Potom g,, neklesi. Polozme g = lim g,,. Jelikoz

(1) gn(@) = fig(@) < filz) pro n&jaké i,j <n,
mame

(2) g <fn<f

Na druhé strané, pro k > n je gx > fnr a tedy

3) 92 fa-

Z (2) a (3) zjistujeme, Ze g,  f. Z (3) je déle patrno, ze Zf > limZ f,,. Na druhé
strané podle (2) médme Zf =limZg, <limZf,. O

XXI.3 Definice Lebesgueova integralu

3.1 Pro libovolnou funkci f definujme horni a dolni (Lebesguetiv) integral pFedpisy
/f=inf{Ig|92f,g€ZR}, /f=sup{Ig|gSf,g€ZK}-

3.2 TVRZENT:

(1) ff =inf{Zg|g> f,g€ Z*}, [f=sup{Zg|g< f g€ Z*},
@ [1<]1,

() f<g=[Ff<[g Jf<]g
Dukaz: (1) DokdZeme prvni rovnost. Kdyby neplatila, existovala by g > f,g €
ZK takovd, ze Tg < [ f. Budte g, € Z,g, N\ g Tedy existuje k tak, Ze jiz
Zgi < [ f- To je spor, protoze g € Z C ZE.

(2) plyne z (1) a (3) je trividlni.
O

3.3 Z 3.2.(1) dostavame
DUSLEDEK: Pro f € Z* je [ f= [ f=TIFf.

3.4 Definice Ozna¢me £ mnoziny vSech funkei f, pronéz [f = [ f a je to

konec¢né ¢islo. Pro f € £ definujeme Lebesguetiv integrdl

/fzjfzjﬁ

POZNAMKA: PoZadavek konecnosti je podstatny. Je-li [ f = [ f nekonecné, mize

mit funkce f jesté velmi nepiijemné chovdni. Lebesgueovy integrdly s nekonecnymi
hodnotami uvaZovat budeme, ale pro trochu uzsi systém funkci.
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3.5 Nésledujici tvrzeni je trochu obdobné vétam XV.2.6 a XX.2.1.

ViTA: Punkce f je v £ privé kdyZ pro kazdé ¢ > 0 existuji g € ZX a go € ZF
takove, Ze g1 < f < g2, Zg1 a Lgs jsou konecné a g, — Lgs < €.

Dukaz: Jeli f € £, druhé tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy plati druhé tvrzeni.
Zvolme ¢ > 0 a g1, 92 s pozadovanymi vlastnostmi. Mame

ahs/fs/fsah<nh+e

atedy [ f— [ f <e. Jelikoz € bylo libovolné, nast4va rovnost. [

3.6 Umluva Funkce z £ nemusi mit viechny hodnoty koneéné. Proto se definice
souctu f + g funkci z £ muZe setkat s potizi: f(x) + g(z) miuZe byt neurdity vyraz.
Domluvime se, ze

je-li f(x) + g(x) neurdity vyraz, nahradime ho libovolnou hodnotou a
symbolu f + g budeme uZivat pro takto ziskanou funkci.

Vyraz f + g tedy mize byt nejednoznaény; vzapéti vSak uvidime, Ze na téch nejed-
noznacnych hodnotach nezalezi.

3.7 VETA:
(1) Jsou-li f,ge L, je f+g€ L aplati [(f+9)=[f+[g.
(2) Je-li fe Laa€eR, jeafel aplati [af =af f.

(8) Jsou-li f,g € L, je max(f,g) € L a min(f,g) € L.

(4) Jsouli fg€ L af<g je [f<[g.

(5) Je-li f € L, jsou f+ a f~ v L.

(6) Je-li f € L, je |f| € L a plati

[ [If1

Dtkaz: (1) Uzijme Vétu 3.5. Zvolme ¢ > 0 a funkce fi,g1 € ZXK, fo,95 € ZE
takové, ze f1 < f < fo, 1 <g<g2a

g 3

Ife—IHi < 3’ Igs—Ig1 < 2

Potom plati
L+t <f+9g<fa+tge

(a to i v bodech, kde jsme hodnotu volili libovolné: bylo-li t¥eba f(z) =
+00,9(z) = —o0, muselo byt fo(xz) = +00 a g1(x) = —oo. Jelikoz vSak f;
nemize byt +o00 — je to limita nerostouci posloupnosti kone¢nych c¢isel — a
podobné g2 (x) # —oo, mame f1(z) + g1(z) = —o0 a fa(z) + g2(z) = +00. Pro
f(z)+g(z) tedy nerovnost nepozaduje nic.) a mame Z(fo+g2)—Z(f1+91) < €.

(2) Zcela snadno z 3.5, musime jen rozligit, je-li a kladné & zaporné.
(3) Vezméme e > 0 a funkce f;, g; jako v (1). Z¥ejmé mame
max(fi,g1) < max(f,g) < max(fz,g2)-
Nyni si sta¢i uvédomit, ze

max(fa, g2) — max(fi,g1) < (f2 — f1) + (92 — 91)-
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(4) je zfejmé.
(5) plyne z (3).
(6) Mame |f| = fT + f~ a tedy

Ji-lfi-f -l fr|< [ fr -

3.8 Lemma: Jsou-li f, € £ aplati-li f, 7~ f, pak lim [ f, = [ f.
Poznamky:
1. Toto lemma bude hrat v dal§im velmi vyznamnou dlohu.

2. Jelikoz [ f, < [ f, plati pak oviem téz lim [ f,, = [ f.

Dikaz: lim [ f, < [ f podle 3.3.(3). Kdyby lim [ f, = 400, rovnost by nastala
trividlné. Mizeme tedy pfedpokladdat, Ze lim [ f, je kone¢nd. Podle definice [ f,
existuji g, € Z takové, ze

€
/fn+ onil > Tgn.

Polozme h,, = max(gi,...,9n). Potom h, € Z® a posloupnost h, neklesi. Podle

2.9 je h =limh, € ZE. Jelikoz hy, > gn > fn,je h > f atedy Zh > [ f.
Dilezité pozorovani:

b = fn < (91— f1) + (g2 — fo) + -+ (gn — fn)-

(V kazdém bodé z je jeden ze s¢itancl roven h,(x) — f;(x) pro néjaké j < n. Jelikoz
vSechny séitance jsou nezdporné, je v pripadé j = n v8echno v poradku; jinak mame
soucet napravo > hn(z) — f3(x) + gn(x) — fn(x) = hn(x) — fu(2) + gn(z) — fi(z) 2
ho(z) = fo(®) + gu(®) — fu(®) > hn(z) — fu().) Tedy mame

n
€
Ihn—/fnﬁzziﬁ<5;
i—1

takze Zhy, < [ fn + € a odtud ffgl'hn <lim [ f,+e O
3.9 Daéle definujme

L¥={f|3fn €L fn / [},

LK ={f|3fn €L, fn\ [},

L= LRu Lk,
3.10 Z lemmatu 3.8 okamzité vidime, Ze plati

Vira: Je-li f € L%, je [ f= [ f.

DUSLEDEK: LEN LK = L.
3.11 Umluva: Pro funkce z £* budeme té7 uzivat symbolu J f pro spole¢nou

hodnotu [ f = ff.
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XXI.4 Nulové mnoziny

4.1 Charakteristickou funkci mnoziny M budeme oznacovat Cpy. Je tedy Cur(z) =
1 jakmile z € M, jinak = Q.
Tedy mame

1. MCN & Cy <Ch,
2. CMuN=maX(CM,CN), CuMmaN =min(CM,CN)
ajeli My C M, C---CM,C--- plati pro M = ;- , M,

Cm, /" Cu.

4.2 Mnozinu M nazveme nulovou, je-li [ Cp = 0. (Potom je samoziejmé téz
fCMZOatedy CME,C.)

4.3 VETA:
(1) Je-li M C N o N nulové, je M nulovd.
(2) Jsou-li M,, nulové, je M = |J> M,, nulové.
Dikaz: (1) je trividlni.

(2) Polozme N, = My U---U M,. Potom Cy, / Cu a jelikoz zfejmé Cy, <
Cum, + -+ Cum,, a Cy, jsou tedy podle 3.7 nulové, dostidvidme podle 3.8

[Cu =o0.

4.4 Umluva: Bud V(z) vyrok tykajici se prvkil toho prostoru, nad nimz uvazu-
jeme nage funkce. Rekneme, 7e V plati skoro vsude, je-li mnozina

{z | V(z) neplati }
nulova. Zejména se Casto setkdvame s vyrazy
lim f,(z) = f(z) skoro v8ude, nebo f = gskoro vSude.

Posledni vyrok obvykle zapisujeme f ~ g. Uvédomte si, Ze relace ~ je ekvivalence.
d

4.5 VETA:
(1) Je-li f € L je M ={z| f(x) = £oo} nulové.
(2) Je-li f € LE (resp. LK), je f(x) > —00 (resp. < +oc) skoro vsude.

Dukaz: (1) Pfipomeiite si tmluvu 3.6 a vétu 3.7.(1). Jelikoz za f+ (—f) miZzeme
vzit stejné dobfe 0 jako C, je [Cyr = [0=0.

(2) Bud f € £F. Vezméme f, € L, f, / f. Potom {z | f(z) = —o0} C {z |
fi(z) = oo} a drubhd mnozina je podle (1) nulov.
O

4.6 VETA: Jeli f~g,je [f=[ga[f=]g.
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~

Dikaz: Provedeme pro horni integral. Neni-li f f = [g = +oo, miizeme pred-
pokladat, ze ff < 4o00. Oznatme M = {z | f(z) # g(z)}, fn = n - Cy; pro
foo = lim f,, plati podle 3.8, 7e [ foo = 0.

Zvolme hy, hy € Zg takové, ze hy > f aThy < ff+ aze hy > foo thz <5
Potom méme h1+h2 € ZE h1+h2 > g, a tedy fg < Ihy +Thy < ff+£
Tedy f g < f f a speciélng f g < 400, takZe miizeme proceduru provést téz s

vyménénymi f a g a kone¢né dostaneme f f= f g. O

4.7 Dusledek: Je'lli fe La f~g,jege L.

4.8 Dtsledek dusledku: Je-li f € £F resp. LK ajeli f ~ g, je g € LF resp.
LK.

4.9 VETA: Necht f >0 a [ f = 0. Potom f ~ 0.

Drikaz: Polozme M,, = {z | f(z) > 1}. Jelikoz 0 < Cj, < n-f, mame fCMn =0,
takze M, je nulové. Méme {c | f(z) # 0} = {z | f(z) > 0} = U,—; M,,. UZijme
42.(2). O

XXI.5 Leviho a Lebesgueova véta

5.1 ViitA: (Leviho véta) Budte f, € LE, necht f,, /* f skoro vsude. Potom f € LT
a [ f=lm [ f,. Podobné pro f, € LK a f, \, f.

Dtikaz: MuZeme samoziejmé predpokladat, ze f, / f. Zvolme fnr € L tak, aby

frk }‘ fn a definujme

gn = max(fi; | 4,5 < n).
Tedy g, € L a posloupnost (g,,) neklesa. Jelikoz zfejmé g, < f, jeilimg, < f. Na
druhé strané je ale g, > frp pro p > n a tedy limitou podle p dostaneme lim g, > fp.
Provedeme-li v této nerovnosti jesté limitu podle n, zjistime, ze lim g, > f. Tedy
jelimg, = f a f € LE. Zbyv4 zjistit hodnotu [ f. Pokud lim [ f, = +o0, neni co
dokazovat, protoze [ f > [ f,. Jinak je ale f,, € £ a mizeme uzit lemmatu 3.8 a

dostaneme lim [ f, = [f=[f. O

5.2 VETA: (Lebesgueova véta) Necht f, € L, necht f, — [ skoro v§ude a necht
ezistuje g € L takové, Ze | fn(z)| < g(x) skoro vsude. Potom f € L a [ f =lim [ f,.

POZNAMKA: Pozorny student by mél bijt v pronim okamZiku nespokojen s nepovdd-
nou formulaci podminky. Mysli se ,skoro vSude je pro vsechna n |fn(z)| < g(z)*,
nebo ,pro kazdé n je skoro vsude |f,(z)| < g(x)“? Ujasnéte si, z ¢eho plyne, Ze to
znamend totéz.

Dikaz: Samoziejmé v dikazu zase miZeme zanedbat vyrazy ,skoro vSude“; uvé-
domte si ale proc.
Polozme

hn = SUPg>n frs Gn = infkgn S
P
Tedy méme h,, € LB (jelikoz max(fn, fot1,---» fatp) / Bn) @ gn € LK. Jelikoz ale

—gSgnanShnSQ;
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jsou [ g, a [ hy konetné a tedy gn,h, € L — a tedy tim spi§ g, € L* a h, € LK.
Snadno vidime, Ze limg, = limh,, = f a jelikoZ g, neklesid a h, neroste, mame
podle Leviho véty lim [ g, =lim [ h, = [ f. Uvézime-li k tomu jesté to, ze [ g, <
[ fn < [ hy, vidime, Ze [ f =lim [ f,.

5.3 Poznamky:

1. Vsimnéte si, co se déje: Funkce g, jsou definovany tak, Ze jsou ziejmé v LE.
Omezeni ale zajisti, Zze jsou v £, tedy jsou téz v L® a jako na takové na né
uzijeme Leviho véty.

2. Posloupnost (f,,) z pfikladu 1.5 se prohieSuje jak proti pfedpokladim Lebes-
gueovy véty, tak proti pfedpokladim Leviho véty.

3. Lebesgueovu vétu miZeme pouZit napt. v ptipadé, Ze f,, definované na omeze-
né mnozing M C E, (jinde ji samoz¥ejmé dodefinujeme nulami), jsou omezeny
stejnou konstantou.

O

XXI.6 Trida A

6.1 Piipomeiime si definice £F a LK z 3.9. Obecnéji definujme

A={fl3fn €L, fn— f}
6.2 VETA: Je-li f~gaf€eA, jegeA.

Dukaz: Necht f, = f, fn € £, bud M = {z | f(z) = g(z)}. Polozme g,(z) = g(z)
proz € M, g,(x) = f,(z) jinak. Mdme g, — g a podle 4.7 jsou g, € L. O

6.3 VETA: Bud g € L. Necht f, € L* a necht f, > g pro vSechna n. JestliZe
fn = £, je fn € L.

Diikaz: Jelikoz —0o # [ g < [ fn, musi byt f, € LF. Polozme ¢ = sup,, f,. Jelikoz

n
maxg<n fr /¢, je podle 5.1 p € LR a tedy existuji ¢, € L tak, ze ¢, 7 ¢. Jelikoz
z¥ejmé ¢ > f > g, mlZzeme pFedpokladat, ze ¢, > g (jinak nahradime kazdou ¢,
funkci max(pn, g)). Polozme

Imn = min(‘pn; fn)

Mame g < gmn < ¥m a tedy je gmn € £ a nadto miizeme pro limitu g, podle n
uzit Lebesgueovy véty a dostavame

min(@.,, f) =lim g, € L.
m

A nyni: min(pp,, f) ;‘ fatedy fe LB O

6.4 Diusledek Specidlng je-li f € A a f > 0, je f € LE. (Misto f, pfipadné
vezmeme max( fr,0).)

6.5 VETA:
(a) Jsou-li f,g € A a md-li f + g smysl skoro vSude, je f + g € A.
(b) Je-li f e A aa€R, jeafeA.
(c) Jsou-li f,g € A je max(f,g) a min(f,g) v A.
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(d) Je-li f € A, je |f| € A.
6.6 VETA: Funkce f je v A pravé kdyz f+ i f~ jsou v LF.
Dukaz: Vezméme f, € L, f, = f. Potom ziejmé fF — f a f — f~. Uzijte 6.4.
Opadné implikace je zfejma. O
6.7 Dusledek Necht f € A a necht pro néjaké g € £ plati |f| < g. Potom f € L.
6.8 VETA: Jsou-li f,, € A a je-li f, = f skoro vsude, je i f € A.

Dikaz: Mame f;F, f € LB a f+ — f*,f7 — f~. Tedy podle 3.6 jsou f+i f~ v
cE O

6.9 VETA: f € L* prdvé kdy? f+ a f~ jsou v LB a vgraz [ f+ — [ f~ md smysl.
Ndsledkem toho, f € A — L* prdvé kdyZ f+ a f~ jsouv LB a [ fT = [ f~ = 4o00.

Dtikaz: =: Necht dejme tomu f € L. Necht f, N f, fn € L. Jelikoz f; < f =
[T —=f",je f~ < fi €L atedy je hodnota [ f~ kone&na.

<: M4l [ f* — [ f~ smysl, musi byt alespon jedno z &isel [ * J f~ kone¢né a
tedy f+ nebo f~ je v £. Tedy je f+ — f~ bud v £ nebo v LK.
O

6.10 Poznamka Tvrzeni 6.4-6.9 jsou mozné dost prekvapiva. Ukazuje se, Ze k to-
mu, aby limita integrovatelnych funkci byla integrovatelna na zptisobu konvergence
ani tak moc nezalezi. Jediné o co jde je aby kladna i redlnd ¢ast limity nebyly p#ilis
velké.

Pro hodnotu integralu limity ale na zptisobu konvergence zélezi (viz 1.5 a §5).



XXII (Lebesgueova) mira

Toto bude velmi kratka kapitola. Mira je vSak tak dtlezitd zalezitost, ze stoji za to
ji radéji kapitolu vénovat, misto aby se ztracela mezi mnoha odstavci o integralu.

XXII.1 Meéreni objemu

1.1 Pfipomenme si prvni odstavec XV. kapitoly. Byly tam jmenovany nékteré za-
kladni pozadavky na rozumny pojem plochy. KdyZ je modifikUjeme na vicerozmérné
objemy, jde zejména o to,

- aby objem byl vzdy nezdporné ¢islo,
- aby objem kvadru o stranich ai,...,a,, byl sou¢in a; - ... - an,

- a aby pro disjunktni A a B byl objem AU B roven sou¢tu objemu A a objemu
B.

Ponechivam zatim stranou otazku, ¢emu je moZzno objem vibec pfisuzovat. Zakrat-
ko se totiz dozvime, Ze je to, zhruba feceno, mozné pro vSechny ttvary, které jsme
schopni konstruktivné popsat.

1.2 Mnozinu A C E,,, nazveme (Lebesgueovsky) méfitelnou, je-li jeji charakteris-
tickd funkce Ca ve t¥idé A (pfipometite si XXI1.6) — coz znamend totéz, jako kdyz
pozadujeme, aby byla v L. Cislo

u) = [ e

(kone¢né nebo nekonetné) nazyvame jeji (Lebesgueovou) mirou.

POZNAMKA: Nulové mnoziny z XXI.4 jsou tedy privé ty A C E,,, které maji miru
nula.

1.3 Nejprve ukdZeme, %e miry kvadri (intervald) jsou takové, jak si pfejeme. Bud
J =A{a1,b1) X ---{am, by,). Polozme J,,, = (a1 — %,b+ %) X - X (A — %,bm + %)
a definujme

o(z, Ep\ Jn)
g(x, Em\Jn) + Q(.’E, J)
(pfipometite si XVII.2.2; prosté potfebujeme spojitou funkci takovou, aby na J méla

hodnotu 1, mimo J,,, hodnotu 0 a na J,\J byla nékde mezi tim). Snadno vidime,
ze

fn(x) =

- kazdé f, jev Z, a
- fn\CJ

47
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Hodnotu Zf, mizeme poditat jako Riemanniv integral [ 7 fn, pro ktery ziejmé
plati

2 2
1=+ ) —amt ) < [ oS 1= ) (b = am).

Tedy je u(J) = [ Cy =lim, [ fr = (b1 —a1) -+ (bm — am).
1.4 Jsou-li A, B méfitelné a disjunktni, mame C4,Cp € L® a Caup =Ca+Cp €
L% a dostévame

u(AUB)z/(cA+cB)=/cA+/cB = u(4) + u(B).

Obecné pro méfitelné A a B dostdvame, ze A U B je méfitelné a u(A U B) <
w(A) + u(B). Je totiz Caup = max(Cy,Cr) < Ca + Cp a oviem max(Cya,Cg) je
opét v LE.

1.5 Dostavame ale podstatné vic: Lebesgueova mira je aditivni nejen pro koneéné,

ale téz pro spodetné systémy. Budte A, méfitelné. Potom

CA1U---UAn /(CUOO An

a tedy CU 4, J&Vv LB a U™ 4, je tedy méfitelné. Nadto, jsou-li A, disjunktni,
dostdvdme podle Leviho véty formuli

N(U An) :ZN(AH)

(této vlastnosti se ¥ikd o—aditivita). Obecné ovSem plati

u(U An) <> (4.

1.6 o-aditivita miry ma nékteré, trochu paradoxni disledky. Jeden jsme nendpadné
pouzily v XXI.1.3.1. Ted se na néj trochu soustfedime. Sefadme si racionalni éisla (v
XXI.1.3.1 jsme si v§imali jen intervalu {0, 1), nyni miZeme pracovat na celé p¥imce)
do posloupnosti

1,72y« 3Tpy---
Vezméme € > 0 a polozme
> 9 3
Us = U (Tn - W,T’n + W)
n=1

Jednotlivé s¢itané intervaly maji délky

€ € €
57 2_2, 2_37 P
takZe dostavame
p(Us:) <e.

Ke kazdému € > 0 tedy na pfimce existuje hustd oteviend mnozina miry < e.
Podobné husté mnoziny mtizeme samoziejmé zkonstruovat v kterékoli E,y,.
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XXII.2 Meéritelné mnoziny

V tomto odstavci budeme bez dalSich odkazt pouzivat fakta o t¥idé A z odstavce
XXI.6.

2.1 Zrekapitulujme si pozorovani z 1.5. Plati

VETA: Sjednoceni libovolného spoéetného systému méritelngch mnoZin je mévitelnd
mnozina.

2.2 Podobné plati

VETA: Prinik libovolného spocetného systému mévitelngch mnoZin je méiitelnd
mnozina.

Dikaz: Cﬂ a, =lim, 0 min(Cy,, --,C4a,). O

2.3 Daéle plati

VETA: Rozdil dvou méfitelnijch mnoZzin je méFitelnd mnoZina.
Dikaz: Cy\p = max(Ca — Cg,0). O
2.4 VETA: KaZdd oteviend a kaZdd uzaviend podmnoZina E,, je méritelnd.

Duikaz: Staci dokizat pro oteviené mnoziny. Potom budeme védét téz, ze E,, je
méfitelna a tvrzeni o uzavienych mnozinach dostaneme z 2.3. Déle, tvrzeni stadi
dokézat pro omezené oteviené mnoziny, nebot kazda oteviend mnozina je sjednoceni
spodetného systému omezenych, tieba jako U = (J,;°, U N B, kde B, je oteviend
koule o poloméru n.

Bud tedy U omezend oteviend mnozina. Definujme

Q(xa An)
(2, En\U) + oz, An)”
Toto je spojita funkce s kompaktnim nosi¢em, nabyvajici hodnoty 0 na E,,\U a 1 na
A,. Tedy f, € Z C L a tedy lim f,, € A. Zfejmé ale je lim f,, = Cy: jestlize x # U,
plati f,(x) = 0 pro v8echna z; je-li x € U, je pro dostateéné velké ng Q(z, nLO) cU
a tedy o(z,E,\U) < nLO Tedy pron >ngjex € A, a fp(z) =1. O

SANS

A, = {m | o(z,E,\U) <

a polozme

fn(x) = 0

2.5 Nejmensi soustava podmnozin euklidovského prostoru E,, obsahujici vSechny
oteviené mnoZiny (resp. uzaviené mnoziny, to samoziejmé vyjde na stejno) a uzavie-
né na spocetné sjednoceni, spocetné priniky a rozdily mnozin se nazyva soustavou
Borelovskijch mnoZin.

7 vét 2.1 — 2.4 dostavame

DUSLEDEK: Vsechny Borelovské mnoZiny jsou méfitelné.

2.6 Dodejme, zZe kazda mnozina, ziskana rozumnou dostatecné explicitni konstrukei
je Borelovska. S pomoci axiomu vybéru se d4 pomérné snadno dokazat, Ze existu-
ji neméritelné mnoziny; uziti axiomu vybéru v takovych dikazech se ale zda byt
podstatné.



