Anotace

m Grafové algoritmy.




Definice grafu

Grafem nazveme uspofddanou dvojici G = (V/, E), kde V nazveme
mnoZinou vrcholt a E C (‘2/) nazveme mnozinou hran.

Definition

Uspotadanou dvojici G = (V/, E) nazveme orientovanym grafem
s mnozinou vrchold V' a mnoZinou hran E, jestlize EC V x V.

m O grafech jste se ulili na Diskrétni matematice, méli jste
zfejmé i vybrané algoritmy. A algoritmy jsou typicky uréeny
k naprogramovani.

m Definice je p&knd, ale p¥i programovani ndm nepomiize.
Podbizi se otazka:

m Jak graf reprezentovat p¥i programovani?



Reprezentace

Reprezentace

Z diskrétni matematiky zndte:

m Matici sousednosti Ag
— je tvercova matice obsahujici nuly a jednicky, jejiz fadky
a sloupce jsou indexovany vrcholy. Jedni¢ka odpovidd tomu,
Ze mezi dotyénymi vrcholy hrana vede, nula znamen3, Ze
hrana nevede.

m Matici incidence Bg — ¥adky jsou indexovany vrcholy, sloupce
hranami, jednitka na pozici Bg[i, /] ¥ikd, Ze hrana j p¥iléha
k vrcholu /.

m Vyhody a nevyhody?

m Jak mezi témito reprezentacemi prevadét?



Reprezentace

P¥evod Ag na Bg a zpét

snuluj(Bg);
index_hrany:=1;
for i:=1 to n do begin
for j:=i+1 to n do begin
if (Ag[i,j]=1) then
begin
Bg[i,index hrany]:=1;
Bg[j,index hrany] :=1;
inc(index_hrany) ;
end;
end;



Reprezentace

BG na AG

Bud'to podobnou analyzou matice incidence, nebo:
AG = BG X BGT;
for i:=1 to n do

Agli,i]:=0;

Diikaz.
Snadné cvieni z Kombinatoriky a grafi I. O



Reprezentace

Dal$i reprezentace grafii

m Seznam vrcholl a k nim pfFilehlych hran:
m Tedy udrzujeme seznam vrcholl a ke kazdému vrcholu vedeme
seznam hran, které z néj vedou.

Funkce (promé&nné) pottebné (resp. postalujici) pro praci s grafem:

m najdi_sousedy(v),
m vrcholy,

m hrany nebo hrana(u,v), to ale umime zjistit pomoci
vrcholy a najdi_sousedy,

m pfipadné daldi (vaha_vrcholu(v), vaha hrany(e)...).
m Vyhody a nevyhody?

m Je-li graf orientovany, musime reprezentaci modifikovat.



Definice

Sled, tah, cesta, kruZnice

m Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru

{vo,vi}, {vi, va b, {va, va}, ..o {1, vk}
m Tahem nazveme sled, v némz se kazda hrana vyskytne nejvyse
jednou.

m Cestou nazveme tah (nebo sled), ve kterém se kazdy vrchol
vyskytuje nejvySe jednou (ptesng&ji kde se kaZdy vrchol
vyskytuje prévé ve dvou po sob& jdoucich hranach).

m Tah nazveme kruZnici, pokud zaéind a kon&i v tomtéz vrcholu
a pokud se v ném kazdy vrchol objevi pravé jednou.



Vlastnosti grafa

Souvislost, strom

m Graf je souvisly, pokud se Ize z kazdého jeho vrcholu dostat
do kaZdého jiného (vrcholu).

m Graf je strom, pokud je souvisly a neobsahuje kruznice.

Definice jsou p&kné, ale pomohou ndm p¥i programovani?
Jak ovéfite, zda je graf souvisly?

PouZijeme vhodné tvrzeni.

Jak zjistite, zda je graf strom?

Podobné.



Algoritmy

Souvislost grafu

Graf je souvisly pravé kdyz se lze z jednoho jeho vrcholu dostat do viech ostatnich

for i in vrcholy do
nenavstiv(i); {jeste jsme nic nenavstivili}
i:=startovni_vrchol;
fronta:={i};{na dosazitelné vrcholy}
while nonempty(fronta) do begin
i:=prvni_prvek(fronta);
navstiv(i);
fronta:=frontat+nenavstivene sousedy(i) ;
end;
souvisly:=true;
for i in vrcholy do begin
if nenavstiveny(i) then
souvisly:=false;



Algoritmy

Analyza algoritmu

m for-cyklus prob&hne nejvys n-krat.

m while-cyklus probéhne pro kaZdy vrchol nejvySe jednou a
podiva se na sousedy soucasného vrcholu.

m SloZitost bude zaviset na reprezentaci (jak rychle umime najit
sousedy vrcholu).

SloZzitost bude Q(m) (na kaZdou hranu musime kouknout).
Pokud mdme seznam hran u vrcholu, bude sloZitost O(m),
pokud mame matici sousednosti, bude sloZitost O(n?),

mdme-li matici incidence, sloZitost miize byt i ©(mn?).

P¥i vhodné reprezentaci je tedy sloZitost ©(m + n).



Algoritmy

Poznamky

PouZijeme-li frontu, jednd se o algoritmus viny (prohledavani
do 3irky) z jednoho vrcholu.

m MiZeme pouZit i zasobnik, v tom pFfipadé se jednd o
prohleddvani do hloubky

Vyhody a nevyhody:
P¥i hledani do hloubky miizeme pouzit rekurzi a nemusime si
aktudlné pamatovat sousedy prohleddvaného vrcholu.

m Hledani do Sitky navstivi vrchol po nejkratsi cesté.



Algoritmy

Vysetfeni komponent souvislosti

m Naivni algoritmus: Najit komponentu a odstranit
(komplikované a nepraktické).

m Lepsi algoritmus: Zaéneme s prazdnym grafem a postupné
ptiddvame hrany.

m Na pocdtku obarvime vrcholy kaZdy jinou barvou
(reprezentujici prozatimni kandidaty na komponenty
souvislosti).

m Prochdzime hrany a pro kazdou se podivdme, zda vede uvnit¥
komponenty. Pokud ne, slu¢ komponenty (jednu p¥ebarvi na
barvu druhé).



Algoritmy

Hledani kruZnice

Graf ma kruznici, pokud se p¥i prohledavani grafu vratime do uZ navstiveného vrcholu.

kruznice:=false; {zatim zadna}
for i in vrcholy do nenavstiv(i);
for i in vrcholy do
if nenavstiveny(i) then{nova komponenta}
begin fronta:={i};
while(nonempty(fronta)) do
begin prvni prvek vyrad z fronty a prirad do i;
if(navstiveny(i)) then
kruznice:=true;
else for j in sousedy(i) do
begin fronta:=fronta+{j};
smaz_hranu({i,j});
end;

ini| ini|



Algoritmy

m Budeme testovat, zda je graf souvisly a bez kruznic, tedy
pouZijeme oba predeslé algoritmy.

m Anebo budeme testovat, zda je bez kruZnic a ma jen jednu
komponentu.

m Anebo otestujeme souvislost (& kruZnice) a spravny polet
hran.



Algoritmy

Nejkratsi cesta

Hleddme-li v grafu nejkratsi cestu z vrcholu do vrcholu, zaleZi na
reprezentaci:

m Prolezeme graf do itky (mdme-li seznam vrcholl a hran),

B mocnime matici sousednosti, pokud mame maticovou
reprezentaci.

Theorem
V matici AcX hodnota na pozici i,j uréuje pocet sledii délky k z
vrcholu i do vrcholu j.

Corollary

V matici (Ag + l)k ur¢uje hodnota na pozici i, j pocet sledi délky
nejvyse k z i do j.



Algoritmy

Dijkstriiv algoritmus

Hleda nejkratsi cestu z daného vrcholu (do viech ostatnich)

Vstup: Graf s nezaporn& ohodnocenymi hranami.
m Udrzujeme "frontu” vrcholi set¥idénou podle dosud nejkratsi
cesty do nich.

m Na zadatku zinicializujeme vzdalenosti do vSech vrcholi kromé&
startovniho nekonetnem (tedy dost vysokou hodnotou) a
vzdalenost do startu nulou.

m Startovni vrchol p¥iddme do "fronty” dosaZitelnych vrchold.

m Vrchol, do kterého se dostaneme nejkratsi cestou z fronty
odstranime a pokusime se cestu jdouci z né&j rozsi¥it do jeho
sousedl.

m Toto opakuj, dokud je "fronta" neprazdna.



Algoritmy

Rozsiteni cesty

Roz3i¥eni cesty vypadd tak, Ze pro vrchol v ve vzdalenosti d(v)
zkusime pro kazdou hranu {v, w}, zda

d(w) > d(v) + delka({v, w}).

Pokud ano, d(w) := d(v) + delka({v,w}) a oprav pozici vrcholu
w ve "fronté&”.



Algoritmy

Analyza

m Algoritmus je popsan a dokdzan v mnoha knihach (a
skriptech), kup¥. Kapitoly z diskrétni matematiky nebo
Algebraické algoritmy (KuZera, Nesetfil)...

m Konednost: V kaZdé iteraci odstranime z "fronty” jeden vrchol,
ktery se v ni uZ neobjevi
(protoZe mezi vrcholy ve front& mé&l nejmendi vzdalenost od
startu a vzddlenosti jsou nezdporné).

m Parcidlni spravnosti pomf{iZe invariant:

V kazdém kroku evidujeme nejkratsi cesty ze startu pouZivajici
pouze vrcholy jiz odstranéné z "fronty" .

m Z invariantu plyne korektnost.

m Jde jen o modifikovany algoritmus viny, tedy hleddni do Sitky!

m SloZitost vyznamné zavisi na reprezentaci grafu a na
reprezentaci " fronty” !
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