Anotace

m Grafové algoritmy Il




Dijkstriiv algoritmus

Hleda nejkratsi cestu z daného vrcholu (do viech ostatnich)

Vstup: Graf s nezaporn& ohodnocenymi hranami.
m Udrzujeme "frontu” vrcholi set¥idénou podle dosud nejkratsi
cesty do nich.

m Na zadatku zinicializujeme vzdalenosti do vSech vrcholi kromé&
startovniho nekonetnem (tedy dost vysokou hodnotou) a
vzdalenost do startu nulou.

m Startovni vrchol p¥iddme do "fronty” dosaZitelnych vrchold.

m Vrchol, do kterého se dostaneme nejkratsi cestou z fronty
odstranime a pokusime se cestu jdouci z né&j rozsi¥it do jeho
sousedl.

m Toto opakuj, dokud je "fronta" neprazdna.



Rozsiteni cesty

Roz3i¥eni cesty vypadd tak, Ze pro vrchol v ve vzdalenosti d(v)
zkusime pro kazdou hranu {v, w}, zda

d(w) > d(v) + delka({v, w}).

Pokud ano, d(w) := d(v) + delka({v,w}) a oprav pozici vrcholu
w ve "fronté&”.



Analyza

Algoritmus je popsan a dokdzan v mnoha knihach (a
skriptech), kup¥. Kapitoly z diskrétni matematiky nebo
Algebraické algoritmy (KuZera, Nesetfil)...

Konetnost: V kazdé iteraci odstranime z " fronty" jeden vrchol,
ktery se v ni uZ neobjevi

(protoZe mezi vrcholy ve front& mé&l nejmendi vzdalenost od
startu a vzddlenosti jsou nezdporné).

Parcidlni sprdvnosti pomiiZe invariant:

V kazdém kroku evidujeme nejkratsi cesty ze startu pouZivajici
pouze vrcholy jiz odstranéné z "fronty" .

Z invariantu plyne korektnost.

Jde jen o modifikovany algoritmus viny, tedy hledani do Sitky!
SloZitost vyznamné& zavisi na reprezentaci grafu a na
reprezentaci " fronty” !



Poznamky

m Pokud jde o graf neohodnoceny (délka vZech hran je 1),
potom se z Dijkstrova algoritmu stane oby¢ejny algoritmus
viny.

m Aplikace grafovych algoritm(: Zde za&ind teoreticka
informatika. :-)

m PY¥iklady vyuZiti grafovych algoritmd:
m Thesseus a Minotaurus,

m Kral (¢ jiné figurky) na Zachovnicich riznych tvari s rizng
pozakazovanymi policky,



Dalsi grafové problémy/algoritmy

m Minimalni kostra, aneb jak natdhnout elektrické vedeni?

m Eulerovsky graf, aneb Ize vSechny hrany grafu nakreslit jednim
tahem (abychom Zadnou hranou neprojeli dvakrét)?

m Hamiltonskost, aneb kruZnice, kterd navstivi v8echny vrcholy
(kazdy pravé jednou),

m Klika, aneb maximalni Uplny podgraf,

m Barevnost, aneb jaky je nejmensi polet barev takovy,
abychom mohli obarvit vrcholy grafu tak, Ze sousedni vrcholy
nedostanou stejnou barvu?

m Hranovd barevnost, aneb jaky je nejmensi poet barev takovy,
abychom mohli obarvit hrany grafu tak, aby Zadna dvojice
hran pfiléhajici ke spole¢nému vrcholu neméla stejnou barvu?



Grafové algoritmy

Grafové-optimaliza¢ni problémy

m Jak reprezentovat grafy — bylo v zimé, nyni uZ snad dokdzete
i implementovat.

m Jak grafy prohleddvat — také bylo (do 3itky a do hloubky),
nyni umite téZ implementovat.

m Hledani nejkratsi cesty, minimalni kostra,

m topologické usporadéni, faktorovd mnoZzina (vy3etfovani
komponent).

m Modifikace problém(: Maximalni kostra, nejdelsi cesta — &im
se lisi?



Grafové algoritmy

Nejkratsi cesta

m Dijkstriiv algoritmus: Modifikované prohledavani do Sitky
(netvofime frontu nalezenych vrcholi, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do doty¢ného vrcholu
dostaneme).

m Bellman-Fordiiv algoritmus: n — 1-krdt zopakujeme:

Z kazdého vrcholu zkus " natdhnout” cestu po v3ech hrandch
z n&j vychdzejicich (tedy zlepsi pfipadnou nalezenou cestu).

m Oproti Dijkstrovu funguje i p¥i zdporném ohodnoceni hran,
nesmi ale byt pfitomna zdporna kruznice (kruZnice zaporné
délky).



Grafové algoritmy

Floyd — Warshalliv algoritmus

aneb all-pairs shortest paths

m Dalsi ptiklad dynamického programovani!

m Pro trojici (a, u, v), kde u, v jsou vrcholy a a p¥irozené &islo
politdme nejkratsi cestu z u do v o nejvySe a hranach.

m Postupujeme pro rostouci a (projdeme viechny mozné dvojice)
tak, Ze natahujeme cestu o jedna kratsi o " posledni” hranu.
Jako by vybizelo k rekurzi...

... jenZe jako obvykle velmi neefektivni.

Tedy ji vybavime cachi v podobé t¥irozmérného pole...

o

.. a zjistime, Ze rekurzi viibec nepotfebujeme, Ze postali Ctyf¥i
cykly v sobé...



Grafové algoritmy

Floyd — Warshalliiv algoritmus pseudokéd

for a:=1 to n-1 do
for u in vrcholy do
for v in vrcholy do
for w in sousedi(v) do
cachela,u,v] :=min(cache[a,u,v],cachela-1,u,w]+
length(w,v));



Grafové algoritmy

Minimalni kostra

Vstup: Graf s ohodnocenymi hranami
Cil: Kostra s minimalni vahou.
Algoritmy: Kruskal, Borivka, Jarnik, Prim.

Kruskaliiv: Set¥id hrany podle vahy, postupn& zkoudej
priddvat a koukej, zda jsme vytvofili kruZnici (pokud ano,
hranu neptidej, jinak pfidej).
m Borivkiv: Spojovani komponent souvislosti: Vyber hranu
s nejmensi vahou, kterd vychazi z dané komponenty a p¥ide;j.
m Jarnikiv (Primiv): P&tovani stromu: K dosud postavenému
stromu pFidej hranu z né&j vychazejici, kterd ma nejnizsi vahu.
m Vsechny algoritmy poditaji to samé. Dikazy korektnosti budou
pristeé.



Grafové algoritmy

Modifikace

.. zmé&n na kazdé hrané vahu z v; na —v;.

Hledani nejdel3i cesty...

... t&zké (NP-t&zké).

Pro¢? ProtoZe vime, kolik hran ma kostra, ale nevime, kolik
hran ma cesta.

TudiZ i nalezeni nejkratsi cesty v (potencialn& zdporn&)
ohodnoceném grafu je t&zké (NP-t&zky problém):

m Sedi za nim schovand Hamiltonskost, tedy hleddni cesty délky
n—1:
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