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Cerveno-terné stromy,
A-B-stromy, B-stromy.
Ridké polynomy a matice,
GdrZzba paméti svépomoci,
hashovani,

haldy,

dynamické programovani.



Cerveno-¢erné stromy

m Jind metoda jak udrZet strom dostatedné koSaty.




Cerveno-¢erné stromy

m Jind metoda jak udrZet strom dostatedné koSaty.

m KaZzdému vrcholu pFidélime &ervenou nebo &ernou barvu.




Cerveno-¢erné stromy

m Jind metoda jak udrZet strom dostatedné koSaty.

m KaZzdému vrcholu pFidélime &ervenou nebo &ernou barvu.

m Cervené vrcholy nesméji byt dva za sebou,




Cerveno-¢erné stromy

m Jind metoda jak udrZet strom dostatedné koSaty.
m KaZzdému vrcholu pFidélime &ervenou nebo &ernou barvu.

m Cervené vrcholy nesméji byt dva za sebou,

m Cernych musi byt na cestdch z kazdého vrcholu do vSech jeho
listd stejné.




Cerveno-¢erné stromy

Jind metoda jak udrZet strom dostate¢né kosaty.
Kazdému vrcholu pfidélime ¢ervenou nebo &ernou barvu.
Cervené vrcholy nesméji byt dva za sebou,

Cernych musi byt na cestdch z kazdého vrcholu do vSech jeho
listd stejné.

TudiZ jeden podstrom musi mit hloubku nejvySe dvakrat vétsi
nez druhy.




Cerveno-¢erné stromy

Jind metoda jak udrZet strom dostate¢né kosaty.

Kazdému vrcholu pfidélime ¢ervenou nebo &ernou barvu.
Cervené vrcholy nesmgji byt dva za sebou,

Cernych musi byt na cestdch z kazdého vrcholu do vSech jeho
listd stejné.

m TudiZ jeden podstrom musi mit hloubku nejvyse dvakrat v&tsi
nez druhy.

m K udrzbé se pouZzivaji rotace, dvojité rotace a prebarvovani.



Cerveno-¢erné stromy

Jind metoda jak udrZet strom dostate¢né kosaty.

Kazdému vrcholu pfidélime ¢ervenou nebo &ernou barvu.

Cervené vrcholy nesmgji byt dva za sebou,

Cernych musi byt na cestdch z kazdého vrcholu do vSech jeho

listd stejné.

m TudiZ jeden podstrom musi mit hloubku nejvyse dvakrat v&tsi
nez druhy.

m K udrzbé se pouZzivaji rotace, dvojité rotace a prebarvovani.

m Pravidla jsou velmi komplikovana.



Cerveno-¢erné stromy

Jind metoda jak udrZet strom dostate¢né kosaty.

Kazdému vrcholu pfidélime ¢ervenou nebo &ernou barvu.
Cervené vrcholy nesmgji byt dva za sebou,

Cernych musi byt na cestdch z kazdého vrcholu do vSech jeho
listd stejné.

TudiZ jeden podstrom musi mit hloubku nejvySe dvakrat vétsi
nez druhy.

K udrZbé se pouzivaji rotace, dvojité rotace a pfebarvovani.
Pravidla jsou velmi komplikovana.

Hloubka ¢erveno-Cerného stromu je téz logaritmicka vidi
poctu vrchold.
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A-B Stromy

tplné jiny systém spravy stromu

m A-B-strom nenfi binarni, ale B-arni (tedy kazdy vrchol m&
nejvys B syni)

m V A-B-stromu je kazdy vrchol bud'to list, nebo koFen, nebo
ma alesponi A a nejvySe B synli. List, ktery neni kofen,
obsahuje aspoii A — 1 a nejvySe B — 1 hodnot.

m Parametry A a B jsou pfirozena &isla. Aby bylo mozno
A-B-strom postavit, je tfeba, aby B > 2A — 1.

m V kazdém vrcholu je kli¢ vzdy mezi dvéma pointery a stéle
plati vlastnost vyhledavaciho stromu.

m A-B-strom obhospodafujeme tak, Ze je-li vrchol pfeplnény,
rozstipneme ho na dva a medidn posleme do otce.

m Timto pfesunem "do otce” miiZzeme spustit kaskadu.



Vkladani a ubirani z A-B-stromu

m A-B-strom je vyhleddvaci strom, tudiZ poloha prvku je uréena
hodnotami prvk( v rodicich.

m P¥i vkladani najdeme list, do kterého by prvek patfil. Pokud se
prvek vejde, pfiddme ho. Pokud ne, vrchol rozdélime na dva a
medidn pfevedeme do rodice (jako pivot).

m Stépeni miZe vyvolat kaskddu vedouci aZ ke kofeni (v&etn&).

m P¥i ruseni prvku problém prevedeme na ruseni listového

N 4 v”)

vrcholu (ekvivalent "najdi nejlevéjsi v pravém podstromé&

o v/

m Pokud vrchol zaéne byt podkriticky, bud'to si " pijé¢ime” od
bratra, pokud je podkriticky i bratr, vrcholy slou¢ime (a
priddme pivot z rodi¢e mezi nimi).
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Analyza a pozndmky

m VSechny listy jsou ve stejné hloubce.

m A-B-strom "obsahuje” vyvazeny binarni strom (tedy Ize z ngj
takovy vybrat), proto je hloubka logaritmickd vici pottu
prvki.

m P¥iddvame i ubirdme v logaritmickém &ase.

m Typicky pfiklad je 2-3 strom (kazdy vrchol obsahuje 1 nebo 2
prvky).

m Nep¥ijemnd implementace (je t¥eba prohleddvat vice prvki ve
vrcholu, evidovat potty prvki ve vrcholu).

m A-B-stromy jsou prakticky ¢asto pouZivany.

m Pokud je A= [E£L], hovotime o B-stromech.

m Existuji rizné modifikace (zvané B+ strom, B*, n&kdy na
listech udélame spojovy seznam, jindy posilujeme " vymény se
sourozenci” ). Prakticky jsou zajimavé, teoreticky aZ tolik ne.
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m A-sort: T¥id&ni pomoci B-stromu s prstem.

m Prst ukazuje na vrchol B-stromu, se kterym jsme pracovali
jako s poslednim.

m Vkladat nezac¢iname od kofene, ale od "prstu”.

m Dobré vysledky pokud je vstup predt¥idény (nebubldme ¢asto
az do kotene).
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Reprezentace spojovymi seznamy

Chceme reprezentovat ¥idké polynomy (tedy s mélo
nenulovymi koeficienty). Jak to ud&lat?

Pomoci spojovych seznamd.

Vhodny je obousmérny spojovy seznam...

...a mozna i cyklicky — a v tom p¥ipadé s hlavou!

S&itani polynomi: Prolezeni spojovych seznamii (podobng
jako merge).

m Ndsobeni polynomii: Potfebujeme 1ézt ob&€ma sméry.

m Hlava je k tomu, abychom poznali, Ze jsme na konci.
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Reprezentace Fidkych matic

Opét mame malo nenulovych prvki, matici tedy
komprimujeme.

MoZnosti je mnoho, je tfeba zejména premyslet (p¥i pouZiti).
Napftiklad:

Spojovy seznam prvki (uspofadany v obou dimenzich),

spojovy seznam spojovych seznami (¥ddky v jednom, sloupce
ve druhém),



Reprezentace Fidkych matic

m Op&t mame mdlo nenulovych prvki, matici tedy
komprimujeme.

m MozZnosti je mnoho, je tfeba zejména pfemyslet (p¥i pouZiti).
Napftiklad:

m Spojovy seznam prvki (uspofadany v obou dimenzich),

m spojovy seznam spojovych seznami (¥adky v jednom, sloupce
ve druhém),

m "Ctvrceni za ziva", tedy rozdélime matici na &tyfi Ctvrtiny, ty
délime déle, az je ve "&tvrtin€" malo prvkd...
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Funkce nizké trovné

m procedure mark(var p:pointer); — oznami vrchol haldy
(kam az bylo allokovéno)
nepouzivat (radi kolega Kryl)

m procedure release(var p:pointer); — nastavi vrchol
haldy (odallokuje v&echno, co je nad vrcholem)
nepouzivat (DTTO)

m Podle vieho ve FPC uZ nejsou, jsou nebezpetné, je to urdity
pokus o garbage collection.

m function MemAvail: longint; — vrati pocet dostupnych
byt na hald&
(neni ve Free Pascalu od verze 2.0)

m function MaxAvail: longint; — vrdti délku nejdelSiho
volného bloku (nejvétsi naalokovatelnou velikost)
(DTTO)
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Funkce nizké trovné

m GetMem — naalokuje pamét, narozdil od new nezkoumd kolik —
pouZivat jen v p¥ipad& nouze (radi F. Kaempfl)

m FreeMem — odallokuje pamé&t naalokovanou pomoci GetMem —
(DTTO)




P¥iklad pouziti GetMem/FreeMem

Vyrobime pole pfedem nezndmé délky

type ppole="tpole;
tpole=array[1..10000] of longint;

var pole:ppole;

begin
GetMem(pole,500) ; {Urafni 500 bytu}
pole~[10]:=1000;{To je OK}
pole~[500]:=1024;{To je K. 0., pole je male!}
FreeMem(pole,500) ;{Melo by stacit i jen

FreeMem(pole);}

end.
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m Mame-li data, kterymi lze indexovat, ale hodnoty by byly p¥ilis
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m Mame-li data, kterymi lze indexovat, ale hodnoty by byly p¥ilis
velké (naptiklad Fetézce), ma smysl zkusit spotitat n&jakou
funkci (napfiklad postitat ordindlni hodnoty jednotlivych
znakl mod 256). Tuto funkci ozna&ime h.

m Udélame tak tabulku mnohem mensi velikosti, neZ je
universum.

m Tomu Fikdme hashovani.

m JenZe vice prvkd mizZe kandidovat na totéz misto tabulky,
tomu Fikdme kolize.
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Hashovani

FeSeni kolizi

m Rizné metody Feseni kolizi:

m Udé&lame spojovy seznam,

m sriistajici hashovani, tedy umistujeme prvky do p¥ihrddek, kam
nepatfi,

m z toho plyne problém s implementaci delete (mazat
prakticky nelze, protoze bychom mobhli roztrhnout ¥etizek).

m Na to kam umistit prvek v kolizi existuje mnoho metod.
Bud'to vybereme dal$i volné misto, nebo obstarame funkci,
kterd uréi dalsi kandidatské misto.

m Pokud zndme mnoZstvi dat, miZeme se pokusit o perfektn{
hashovéni, a to do pole kvadraticky velkého (se stfednim
pottem kolizi men3im nez 1), nebo dokonce do pole velikosti
4n, ale pak pfedem musime znat data.
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m Halda je datovd struktura umoZiiujici rychle najit minimum.

m V haldé plati zdkladni vlastnost, Ze kli¢e synl jsou aspofi
takové, jako kli¢ rodice.

N

m Byla binarni halda (za d¢elem t¥idénf).

m Nyni budou dal3i, pozor, pod aliasem strom (halda bude az
mnoZina stroma).



Motivace

m Ne&které algoritmy by rady udrZovaly hodnoty tak, aby 3lo
rychle najit minimum (extract min), p¥ipadné aby 3lo kli¢
vrcholu sniZit (decrease_key). P¥ikladem je Dijkstriv
algoritmus.

m Toto bychom mohli za¥idit pomoci uspofadaného spojového
seznamu.

m SloZitost:

m extractmin — O(1),

m decrease key — O(n).
m extractmin je OK, decrease key je K. O. Co jinak?
m Vyhledavaci stromy

m extractmin — O(logn),
m decrease key — O(log n).



Binomialni strom

List je binomidlni strom ¥adu O.

Binomidlni strom je strom ¥adu k vznikne ze dvou binomialnich
strom@ ¥adu k — 1 tak, Ze kofen s nizsi hodnotou stanovime
kofenem (pivodni strom ¥ddu k — 1 okopirujeme nezmé&né&ny) a
jako posledni syn mu pfiddme ten druhy strom ¥adu k — 1.
Binomidlni halda je mnoZina binomidlnich stromd takovych, Ze
strom kaZdého ¥adu se vyskytuje nejvys$ jednou.

m Binomidlni strom ¥adu k ma 2% prvka.
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m Binomidlni strom ¥adu k ma 2% prvka.
m Pokud udélame extract_min, strom ¥adu k se rozsype na k
stromil (tedy haldu).
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m Pokud jsme méli pfed extract min haldu a objevi-li se aspon
dva stromy téhoZ ¥ddu, miZeme z nich (v konstantnim case)
postavit strom ¥adu o jedna vétsi.

m Takto mdzeme haldu udrZovat pro Uéely extract min,
slozitost bude O(log n) (prohledat ko¥eny, rozlepit "ten
spravny” strom a zmergovat).

m To je pofad moc, navic decrease key je prakticky

%



Krok stranou

Fibonacciho halda

m Fibonacciho strom vznikne podobng& jako binomidlni (pozor,
u kolegy Kryla se Fibonacciho strom Fikd kritickému
AVL-stromu, coZ je néco tplné jiného a ani s jednim Fibonacci
nemé| viibec nic spole¢néhol), jenZe:
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m Ridem Fibonacciho stromu je stupeii ko¥ene. Navic nastavime
kazdému vrcholu (p¥i pfidani) counter na 1 (a udrzujeme).
Fibonacciho strom ¥adu k vznikne z Fibonacciho stromu Fadu
k odFiznutim néjakého syna vrcholu s counterem nastavenym
na 1 (rdzného od kofene). Pokud vrcholu odfizneme syna,
counter sniZime.
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jednomu jeho synovi jsme odfizli syna, tedy oproti
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Fibonacciho).




Fibonacciho haldy

m Fibonacciho strom ¥adu k tudiZ ma kofen stupné k. Nejvyse
jednomu jeho synovi jsme odfizli syna, tedy oproti
Binomidlnimu stromu miZe jeden ze synli mit ¥ad o jedna
mensi, tedy v nejhorsim p¥ipadé jako bychom Fibonacciho
strom postavili ze stromu ¥adu k — 1 a k — 2 (proto
Fibonacciho).

Fibonacciho halda je opét mnoZina stromi, kdy strom
kaZdého ¥adu se vyskytuje nejvyse jednou.



Fibonacciho haldy

m Fibonacciho strom ¥adu k tudiZ ma kofen stupné k. Nejvyse
jednomu jeho synovi jsme odfizli syna, tedy oproti
Binomidlnimu stromu miZe jeden ze synli mit ¥ad o jedna
mensi, tedy v nejhorsim p¥ipadé jako bychom Fibonacciho
strom postavili ze stromu ¥adu k — 1 a k — 2 (proto
Fibonacciho).

Fibonacciho halda je opét mnoZina stromii, kdy strom
kaZdého ¥adu se vyskytuje nejvyse jednou.

m Operace extract min stejné jako pro binomidlni haldy.
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Fibonacciho halda — konec

m Operace decrease key: Vrcholu sniz hodnotu (kli¢).
m Pokud tim dojde k poruseni vlastnosti haldy, vrchol odFizni.

m Pokud mél rodi¢ counter 1, sniz ho (a zatad novy strom do
haldy).

m Pokud mél rodi¢ counter 0, odfizni ho taky (a provéf jeho
rodi¢e atd.).

m Lind implementace: Nechdme vic stromi téhoZ ¥adu a
konsolidujeme jen p¥i extract min.

m Vyhoda: Amortizovand sloZitost decrease key bude
konstantni. Funkce decrease_key bude sice logaritmickd, ale
to by byla stejn&, nevold se ale tolikrat (jako decrease key).



Problémy, které byly

m Predndsejici jde tentokrat do M1,

m polet platnych uzavorkovani pomoci n parl zdvorek,

polet rozkladd pFfirozeného Cisla na souet nerostoucich
kladnych celych ¢&isel,

Pascalliv trojihelnik,
nejdelsi rostouci podposloupnost,

pofadi ndsobeni matic,

problém batohu.



Pascaliiv trojdhelnik

m Obsahuje kombinaéni &isla,




Pascaliiv trojdhelnik

m Obsahuje kombinaéni &isla,

n

m n-ty ¥adek konkrétn& obsahuje hodnoty (g), (7),---, (7).




Pascaliiv trojdhelnik

m Obsahuje kombinaéni &isla,
m n-ty ¥adek konkrétn& obsahuje hodnoty (g), (7),---, (7).

n
n—1 n—1

m pFi vypottu vyuZivdme toho, Ze (}) = (".") + (_1).




Pascaliiv trojdhelnik

Y
I

Obsahuje kombinacni &isla,

n-ty ¥adek konkrétn& obsahuje hodnoty (g), (7),---, (7).

n

pfi vypottu vyuzivame toho, ze (7) = (") + (121).

pro jednoduchost chceme spotitat jen &islo (7).




Pascaliiv trojahelnik rekurzivni feSeni

m Ziskali jsme rekurenci (}) = (Z:}) + (”;1),
m z této snadno sestrojime rekurzivni program:

function kombin(n,k:integer) :longint;
begin
if (k=0) or (k=n) then kombin:=1;
else kombin:=kombin(n-1,k-1)+kombin(n-1,k);
end;
begin
kombin(100,50) ;
end.
Mile stejny problém, pofad pocitdme to samé mockrat.
Opét pfidame cache na vysledky.



Pascaliiv trojdhelnik

const MAX=100;
var cache:array[0..MAX,0..MAX] of longint;
function kom(n,k:integer):longint;
begin
if cachel[n,k]=0 then
begin if (k=0) or (k=n) then cache[n,k]:=1
else cachel[n,k] :=kom(n-1,k-1)+kom(n-1,k);
end;
kom:=cache[n,k];
end;
var n,k:integer;
begin
read(n,k);
writeln(kom(n,k));



Nasobeni matic

m Nasobeni matic neni komutativni, ale je asociativni.

Mdme-li vyndsobit nékolik matic, nemiiZeme jejich poradi
ménit,

muZeme soudin vSelijak zavorkovat.

R{zna uzavorkovani jsou rizn& vyhodna.

Které z nich je to nejvyhodné&jsi?

Pfedpokladame, Ze mame abstraktni funkce zjistici ze
zadanych rozméri sloZitost soucinu matic spravnych tvari.



Nasobeni matic

m N&které ndsobeni provedeme jako posledni.




Nasobeni matic

m N&které ndsobeni provedeme jako posledni.

m To dlohu rozd&li na (nejvy3e) dv& dal3i instance.




Nasobeni matic

m N&které ndsobeni provedeme jako posledni.

m To dlohu rozd&li na (nejvy3e) dv& dal3i instance.

m V kaZdé (mensi) instanci opét n&jaké ndsobeni provedeme
jako posledni.




Nasobeni matic

m N&které ndsobeni provedeme jako posledni.
m To dlohu rozd&li na (nejvy3e) dv& dal3i instance.

m V kaZdé (mensi) instanci opét n&jaké ndsobeni provedeme
jako posledni.

m ldedlni podhoubi pro rekurzi!



Nasobeni matic

m function slozitost(od,az_do:integer):longint;

m for i:=od to az_do-1 do begin

m  slozitost:=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az_do)+samotne_nasobeni;

Opét budeme zbyte¢n& nasobit stdle to samé.
Opét se toho zbavime stejné&.



Nasobeni matic

function slozitost(od,az_do:integer):longint;
if cache[od,az_do]=0 then

for i:=od to az_do-1

cache[od,az_do]:=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az_do)+samotne_nasobeni;

slozitost:=cache[od,az_do];
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Metoda

m VSechny tyto problémy jsme YeSili stejné:

m Navrhli jsme rekurzivni algoritmus,

m ten podital asto to samé, proto jsme mu doplnili cache.
[

Pokud se podivime po¥adné&, na spravném misté cache
najdeme vysledek.

m PotFebujeme tam tedy tu rekurzi?

m Ne a miZeme se ji zbavit za pfedpokladu, Ze zjistime, jak
vypliiovat cache, tedy tabulku.

m Tomu Fikdme dynamické programovani.



Odstranéni rekurze

m Predndsejici jde do poslucharny:
al1]:=1;
al[2]:=2;
for i:=3 to n do alil:=ali-1]+al[i-2];
m Pascaliiv trojdhelnik:
for i:=0 to n do
for j:=0 to i do
p(i,j):=p(i-1,j-D+p(i-1,7);
a okrajové p¥ipady zvldst!

m Zavorkovani: Cviceni



Ndasobeni matic — poudeni

Tomuto ¥ikdme dynamické programovani.
Zpravidla implementujeme pouze fazi vypliiovani tabulky.
Na tom je nepfijemné urlovat, odkud vypliiovani zahgjit.

Neni tudiz Spatné navrhnout si aspoii na po¢dtku rekurzivni
feSeni a aZ pak rekurzi "rozbit":

m cache[od,az do] :=min{cache[od,i]+cache[i,az do]+
samotne nasobeni}

m coz stadi udélat cyklem.



Problém batohu

Problémem batohu nazveme problém, kdy mame zadany vahy
jednotlivych predméti (wi, ... w,) a jejich ceny (ci,...¢c,) a
nosnost batohu m a ptame se, jak naloZit batoh co nejcennégjsim
obsahem.

m PYedpokladejme variantu, Ze v8echna &isla jsou p¥irozend!
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Problém batohu

Problémem batohu nazveme problém, kdy mame zadany vahy
jednotlivych predméti (wi, ... w,) a jejich ceny (ci,...¢c,) a
nosnost batohu m a ptame se, jak naloZit batoh co nejcennégjsim
obsahem.

Pfedpokladejme variantu, Ze v8echna ¢&isla jsou pfirozend!
Rekurzivni ¥eSeni:
Natti predméty a volej funkci pidej(k,l).

Prvni parametr ¥ika, kolik pfedmétli uz v batohu je, druhy
uréuje index posledniho z nich.

Nevyhoda: ZkouSime v3echny moZnosti.
m ZlepSeni? Dynamickym programem, ale neotfelym zplisobem.



m Vytvof pomocné batohy s nosnostmi 1,2,... m a proménné
popisujici optimum v nich zinicializuj nulami.

m Pro kazdy pfedmét i prepolitej vsechny batohy a zjisti, zda
dopadnou lépe, pokud pfedmét pfiddme nebo ne:

m Pro batoh k zjisti, pokud
cena_batohu(k)<cena_batohu(k — w;) + ¢;.

m Pokud ano, cena_batohu(k):=cena_batohu(k — w;) + ¢;.

m Invariant: Re¥ime-li prvek i, evidujeme (p¥ed touto fazi)
optimalni naplnéni batohli pomoci prvki 1,2,... k — 1.

m SloZitost: mn.

m Pozor, pokud nejsou &isla pFirozena, stdva se problém
NP-té€Zkym. Neni ale silné NP-tézky, coZz znamend, Ze t&€Zkost
se vynucuje "velkymi &isly lisicimi se o malo”.



Dékuji za pozornost...




